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Résumé. — On développe une méthode, fondée sur une décomposition en modes inhomogénes. permettant de calculer

numériquement le champ rayonneé par une source plan

e de géométrie quelconque. fonctionnant dans un régime non

linéaire. Une équation différentielle permet de propager les spectres angulaires du fondamental et des harmoniques

générées. Par sommation de ces spectres angulaires et inversion de Fourier, on obuient

la forme du champ diffracté dans

un plan paralléle a la source. Une transformée de Fourier sur le spectre angulaire donne I'amplitude du champ associ€ a

une harmonique pour chaque

harmonique sur l'axe de propagaton en tenant compte des effets de di
la direction de propagation. Des fgures de champ rayonné sont preésentées dans chaque plan en

évidence la croissance de chaque harmonique.

différences finies dans

champ proche comme en champ lointain. mettant n

distance d'observation. On obrtient ainsi I'évolution des niveaux sonores de chaque

ffraction. L'équation obtenue est discrétisée par

Abstract. — A numerical method is developped to compute the radiated acoustic field from a plane source of arbitrary
geometry in the nonlinear regime. The velocity potental is solution of Kuznetsov's equation. The potential is
decomposed into harmonics, then int0 inhomogeneous modes in the Fourier plane normal to the propagation.
Subsequent equation connects the angular spectra of fundamental and harmonics propagating from plane to plane. The
inverse Fourier transform vields radiation potentials for each harmonic. A semi-explicite difference scheme is used 10

discretize the equation from plane to plane. Radiated field computations are presented for a square antenna both in the

near-field and far-field regions.

1. Introduction.

Pour certaines applications de I'imagerie sonar. la qualité
des images et la portée des antennes sont reliées en
particulier a un fort niveau du signal réfléchi ainsi qu'a
une fréquence élevée (> 100 kHz).

Malheureusement, ces deux caractéristiques se heur-
tent a des phénomeénes de saturation qui limitent la
qualité de ces images :

« l'atténuation de I'eau varie comme le carré de la
fréquence ;

= I’eau de mer engendre un comportement non linéaire
des ondes plus important que dans I'eau douce.

(*) Texte présenté aux 8¢ Journées d'Etudes Sur la Propaga-
tion Acoustique (JESPA) Université Bordeaux I, 14-17 juin
1988.

En particulier, ce dernier phénoméne a pour consé-
quence de déformer le profil des ondes qui. planes
sinusoidales dans le plan de I'antenne, prennent un profil
en dent de scie au fur et & mesure de leur propagation
([5] chapitre 3). On observe ainsi I'apparition d’harmoni-
ques, qui absorbent une quantité non négligeable de
I'énergie du fondamental et créent le phénoméne de
saturation du niveau sonore du fondamental mesure loin
de la source [6].

La littérature comprend des études de ces phénomenes
sur un plan numérique, pour des antennes & symeétrie
radiale ou dans des guides d'onde [7].

Cette étude présente la résolution des équations non
linéaires, c'est-a-dire a I'ordre 2, dites équations de
Kuznetsov [1], dans un cadre tridimensionnel (paragra-
phe 2). Le potentiel des vitesses est dans un premier
temps décomposé en série de Fourier temporelle (para-
graphe 3).
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[ utilisation de Ja transformée de Fourier dans chaque
plan perpendiculaire a la direction de propagation permet
d'obtenir une équation pour la partie lentement variable
(mode inhomogéne, ou spectre angulaire) du spectre de
chague harmonique du potentiel [2].

L’approximation parabolique permet de réduire
I'ordre de cette équation a 1 par rapport a la variable z,
direction de propagation (paragraphe 4). Une discrétisa-
tion par différences finies dans la direction = permet alors
de calculer les spectres plan par plan (paragraphe 5). La
partie non linéaire de I'équation est une série de convolu-
tions faisant apparaitre un propagateur.

Les oscillations rapides de ce propagateur permettent
d'approcher ces convolutions grace & la méthode de la
phase stationnaire (paragraphe 6). Les résultats numeéri-
ques présentés concernent un cas réaliste et montrent des
figures de champ rayonné, en champ proche comme en
champ lointain (paragraphe 7).

2. Equations de I’acoustique faiblement non linéaire.

L antenne est plane et placée dans le plan X d'équations
{z =0} (Fig.1).

Le fluide homogéne, de masse volumique au repos
p, et de pression au repos pg. occupe le demi-espace n
d'équation {x.y.z=>0}.

- |

Yy
Fig. 1. — Géomérrie.

[Geometry description.]

On s'intéresse a l'évolution de la pressionp et du
champ de vitesse irrotationnel V dans (2. sous la condi-
tion aux limites de vitesse imposée dans le plan de
I'antenne :

Vixy, 0.0) = Volxoyet) = "_d?i S w0y
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Le potentiel des vitesses @ est solution de I'équation
de Kuznetsov [1] :

f 1 a 2. B [ad )

0o =Ll (voys [_-} 3
\ L3 [cors 2[5 @)
)D@:E[n "ﬁ]a«b_l,?i 3)
. pocy cg o’

ob les parameétres A et B proviennent de la loi d’état
isentropique :

e —-p 2
P p“+§[‘° °] (4)

Po 2 Po
8p
-ofg],.
Po ol - PoCo
1 a:p
B=p-[-—] . (5)
3 sz p=rg

7 est un parameétre de viscosité qui prend en compie
éventuellement le phénoméne de relaxation (cf. paragra-
phe 4).

3. Décomposition en série de Fourier.

On s’intéresse a la solution ¢ engendrée par une excita-
tion sinusoidale en temps de fréquence f; (pulsation
w,) donnée :

% = Vo(x.y.1) = Re [Vo(x.y)e™'].  (6)

On supposera qu'on peut écrire alors :

P(x. v, z.1)= i-. @, (x.y.z)e" . (7)

En imposant que la solution cherchée est réelle. on
obtient :

¢_,=®, (8)

LT

Px. vz, 0 )= Z P (x,v.2)e
ne(

+ &, (x.v. )e "l (9)

On supposera de plus que @ = 0, c’est-z-dire qu’il 0’y
a pas de transprt de masse.

L'introduction du développement (7) dans (2) et (3)
permet d’extraire une équation pour chaque harmonigue
d,.

Compte tenu de la propriété (8), certe €quation
S ecrit :

(Yn=0):

i 2 3 : 2
Jnwg M N wy nw, "2 B @i
1= AD, + @, = % Vo, . VP, ,———pPyn—p) P,_,| +
]: pci j] - < I E: A NP 2A g 4
- B o
-2 5 VdJr.Vﬁp_"*:-,—;?‘;p¢p(p—n)5’,_{[]. (10)
p=n=i L}
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4. Décomposition en modes inhomogénes [2]. 3 .2
awee: kg y Sy
L'utilisation de la transformée de Fourier dans chaque ' alKp Ky) = e - e+ K51 (13)
plan normal 2 la direction de propagation nous permet
de transformer le laplacien en dérivées par rapport Az, et On effectue alors les approximations suivantes :
de transformer les produits des fonctions inconnues ]
@, en convolutions et corrélations. B L AR (14)
On pose : pcy
00 e (faible atténuation linéaire),
¢,,(x.y,:)=j % J
epkiis, ¥ KA, (15)
2jmik x~k ) < n
% &, (ks k,, ) et 5 dle dk, . (11) * :
Puis : (faible variation des modes).
2jmk, = D ch lan de Fourier. I'é 1 i
8, (ke B,y 1) Ak K 2) Q2imhe (12 1o ans aque plan de Fourier. I'équation (10) devient
['1 8A, 2nwg 1 2jmk,s _ R%0 s x v ¥ 2 7 ' ;
1_kﬂa—z-— e a:,,A,,Je =—CT Z[FP*F“-‘P-:“Fj’*F-;"PTFJ;*F';-P—FP*F-"‘P]+
0 p=1
+2 z [F;«:F:_p*F;GF:‘P-Z—F;DF:_F+F;:-F:HP] (16)
puma=1
ot : Avec un schéma explicite. la discrétisation de I'équa-
Fi=2jmk, A, Pl > tion (16) s'écrit :
5. 2wk 2 = A»
iin i TR A;=[1.-—-——"“:’ia"].4;~'—tw°:‘x
- . L " = Cy Ky
Fo=2jmk,A e 7 0 ‘ 0
. ’B Wy Aimky = r-‘ -—
F‘—_— ‘——Ae 2 X Yt (A'An-)
P j 2 A Co P P P,:.I 7 P 7
= = convolution dans le plan (k,. k,) . +2 5 0 (AAup) (19)
o = corrélation dans le plan (k;, k,) . pmnn-i
(2 wnfo) By |
" 204 0 (Aps An_y) = Fi~ = FiZ, = 3~ FiZp+
— I - r— )
@, est I'atténuation linéaire. +F e Fl, + Fpm e Facy (20)
En général on remplace l'expression (17) par une CF~ (4, A, o B , 4 ETREL +
autre qui prend en compte le phénomeéne de relaxation & B FEE Fi- o FiZ,. (21)

moléculaire ([3], [4]). du type :

b
a, = fo {3  (Caea——
fF+ 1
ot a et b sont des constantes et f, la fréquence de
relaxation.

(18)

5. Discrétisation.

5.1 DIFFERENCES FINIES DANS LA DIRECTION DE PROPA-
GATION. — L’axe de propagation est discrétisé en pas
Az.

On note alors :

A; = Ay(k, Ky, 2)
Al = Ayk, Ky, 2+ 82 )

F;~ = Fy(k;, k, z) etc...

5.2 TRONCATURE. HARMONIQUES SIGNIFICATIVES. —
Le second membre de I'équation (19) ne peut porter que
sur les harmoniques déja calculées : NV harmoniques dans
le plan = générent au maximum 2 N harmoniques dans le
plan z + Az. Ainsi. il y a au pas n Az (n=1)
2"-3(2°-? 4+ 1) expressions £, a caleuler ,
27-3(27~2 — 1) expressions £ ~ a calculer ,

sachant qu'au plan de départ Az. A, est obtenu par la
discrétisation de la condition aux limites (1).

La croissance exponentielle du nombre de convolu-
tions et corrélations & calculer & chague pas de calcul
nous impose de limiter la création d’harmoniques. Pour
cela on utilise I'hypothése. vérifiée dans les mesures. que
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dans chaque plan z, le potentiels @, forment une suite
dénergie décroissante.
Ces énergies sont proportionnelles a:

12

nn¢,,n=nU'°°f°°1¢.,<x.y,:)|2dxdy] -

-+ 00 + 0 12
- n“ .f | &, (ky, Ky, 2)|P dk, dk_‘.] .
v -

[+ =]
Dans chaque plan z, le processus de création d’harmoni-
ques s'arréte dés que I'épergie du dernier calculé est
inférieure 2 un seuil fixé.

6. Méthode de la phase stationnaire.

6.1 CAS GENERAL. — Rappelons que la méthode
consiste @ approcher l'intégrale :

P [+ . ;

1= | j F(X, Y)e®® " dx dy

o - -m -t
lorsque la fonction F varie lentement par rapport au
terme de phase. La zone dans laquelle les oscillations de
ce terme ne se compensent pas est celle ob la fonction
@ (X.Y) est stationnaire, c'est-a-dire autour des points

solutions de :
ad ad
ﬁ(xhyl)="ﬁ(x1' Y;)=0.

Alors on montre [5] que :
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6.2 APPLICATIONS AUX CONVOLUTIONS ET CORRELA-
TIONS. — L'équation (15) fait intervenir des expressions
telles que :

FiaF}_p(ky ky2) =
- [-m
- J' [ F(X,Y)e®* N dx dy
-G V=0

avec:
[ F(X.Y)=2j7 XA,(X,Y.2).2jm(k,— X) x
X Ap_p(X =k Y —ky 2)

(X, Y)=27z(k(X.Y) +
*: k,,_P(X- ke Y - k}‘)) ’

ou €ncore .
FioFi, (kuk,.2)=

- -

<@ [+ .
J F(X.Y) X ax dy

-]

=

avec :
F(X,Y)=2j7 XA,(X,Y.2).2jm (k, + X) x
. XAp_p(X+ky, Y +k),2)
/ (X, Y)=2m(k(X,Y) -
-k (X +k,Y +k,)).

L'ordre de grandeur de la phase @ étant

s :
e JPX,.Y,) I 2. mwzp
LT A L (2 mzk,) = O ( ;
TS A i 0(2 wzk,) 7 )
X V)= II a@:. a-df: = [ - 8P T ]E(X]_ Y;) " la méthode est applicable dés que = > A ou pour p grand.
| 0X- aY* X aY c'est-a-dire les hautes harmonigues.

6.2.1 Cas des convolutions. — On montre que le seul point de phase stationnaire est :

X =Lk, ¥Vl

n n
pour lequel on a:
o n 1

"'_"2‘-"

I(X,. Yy)

@ (X,,Y;) =2 7wzk,(f. 1)) -

S R P(n =P K (f 1y)
a4 72P(R=P) e Pe Py o). =P » R PE b Y
FUX. Yy) =4 =220 1A(21Efyz) Auyp (52 S f_,.,)>

[

- (23)

La méthode appliguée aux trois autres convolutions est tout a fait analogue. seule change la valeur de

BT

6.2.2 Cas des corrélations. — Le point-de phase stationnaire est le méme que pour les convolutions. On a alors :

1

1 1

=2

Co
J(X,, Y —_
1 Y1) 174 7o |k,,(f,., fy)| *

—aq2P(B+P) 2y (Pe P
FX, Y, =4mZiilipia, (25 2

®(X,.Y;) =2 wzk,(f- 1)

Pkn{.f: fv)_ (ﬂ -f'_PJEn(fﬂ f“')

(24)

Tpz) Anap (L 10 L 12

avec encore des formules analogues pour les trois autres corrélations.
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7. Résultats numériques.

Les tests numériques présentés ont pour but de montrer
que la méthode est applicable a des antennes réelles, de
mettre en évidence la génération et la croissance
d’harmoniques, et de présenter le phénomene de satura-
tion lorsque 'on tient compte du rayonnement.

Les caractéristiques de I'antenne sont les suivantes

(Fig. 1) :

« fréquence : 150 kHz ;

+ dimensions : L.=L,=10cm (10 longueurs
d’onde) ;

* ciistance: de Fresnel : 1 m.
La discrétisation est de 128 points en x et y. L'algo-
rithme a été programmé sur un VAX 8600.

7.1 GENERATION ET CROISSANCE DES HARMONI-
QUES. — La pression sur I'antenne est de 10 bars, ce qui
correspond 4 @, = 1077 m*/s en utilisant 'approximation
linéaire.

La figure 2 présente le potentiel @, sur I'antenne
(pondération gaussienne).
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Fig. 2. — Profil initial du portentiel.

[Velocity potential profile.]

Les figures3, 4 et 5 présentent les composantes
®,, ®., P;dansleplanz =1 m, ¢’est-a-dire a la distance
Fresnel. Il s’agit de coupes dans les plans x=0 et
y =0, en module et en phase.
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s g ~50. 4
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s 00003 4 - 4
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B e §
5 = 180
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x 0000 5 1
o004 3 \J /
~180. 1
% 0.0003 3
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Fig. 3. — Coupe x = 0 et y = 0 du fondamental 2 la distance de discontinuite.

[Field pattern of the fundamental, on x = 0 and y = 0, observed at the distance of discontinuity.]
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Fig. 4. — Coupe x = 0 et y = 0 de I'harmonique 2 & la distance de discontinuité.

|Field pattern of the second harmonic, on x = 0 and y = 0. observed at the distance of discontinuity. ]

Les figures 6. 7 et 8 montrent I'évolution des potentiels
&, @,. et @, sur I'axe central en fonction de z. La
courbe en pointillé sur la figure 6 montre I'évoiution de
@. lorsque I'on résout le probleme linéaire. ¢'est-a-dire
sans géneration d’harmomnigues.

Le phénoméne de saturation est ainsi mis en €vidence,
aussi bien en champ proche qu'en champ lointain.

7.2 CONVERGENCE DE LA METHODE DE LA PHASE STA-
TIONNAIRE. — La figure 9 représente la courbe de
convergence de la méthode de la phase stationnaire pour
le calcul des termes C°(A;. A;). c’est-a-dire 4 convolu-
tons mettant en jeu les spectres angulaires. A,.

On peut noter une convergence guasi exponentielle en
fonction de la distance de propagation sans dimension
z/A, jusqu’a un écart constant di aux erreurs accumuiées
dans I'algorithme de FFT. Au-deld d’une certaine dis-
tance. la méthode de la phase stationnaire s'avere donc
étre meilleure que des convolutions directes utilisant des
FFT. tout en étant notablement plus économigue.

8. Conclusion.

Nous avons moniré que la méthode de décomposition en
modes inhomogénes est applicable aux cas tridimension-
nels.

Elle permet l'utilisation des algorithmes de FFT a
2 dimensions. rapidement remplacés par une méthode de
phase stationnaire.

Par rapport aux méthodes numériques du type diffé-
rences finies. elle présente 'avantage de faire apparaitre
directement les interactions binaires d’harmoniques mais
ne permet pas d envisager I'étude d'une excitation transi-
toire sur 'antenne. comme c'est le cas des méthodes par
différences finies.

Par contre. la présence de propagateurs de plus en plus
oscillants dans la direction de propagation peut engen-
drer des problemes numérigues, tant que la méthode de
la phase stationnaire n'est pas applicable.

L accroissement du nombre de points de calculs
(256 » 256 par exemple). permet cependant d'éviter ces

difficultes.
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Fig. 5
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.— Coupe x =0 et v =0 de I'harmonique # 3 & la distance de discontinuité.

[Field pattern of the third harmonic. on x =0 and y = 0. observed at the distance of discontinuity.]
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Fig. 6. — Fondamental sur I'axe de 'antenne en fonction de la distance,

[Field pattern of the fundamental on the propagation axis.|
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Fig. 7. — Harmonique # 2 sur ['axe de I'antenne en fonction de la distance.

[Field pattern of the second harmonic on the propagation axis.]
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Fig. 8. — Harmonique # 3 sur I'axe de l'antenne en foncrion de la distance.

[Field pattern of the third harmonic on the propagation axis.]
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Fig. 9. — Convergence de la méthode de la phase stationnaire en fonction de la distance.
[Convergence of the stationnary phase method versus the distance. ]
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