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Exercice 1 (Méthode du point milieu).

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C* et 0 = {x9 = a < --- < x, = b} la subdivision
régulieére qui partage le segment [a,b] en n intervalles égaux de longueur h = (b — a)/n.

T +
Soit i € {0,...,n — 1} fixé. On note = le point milieu de l'intervalle [z;, z;11] : o, = %

a) On considere la fonction ¢ : [a,b] — R définie par :

Vi€ {0,...,n— 2}V € [z, zi41]: d(x) = f(2)), et Vo € [xh_1,2s] : p(z) = f(x)).
Montrer que ¢ définie une fonction en escalier sur [a, ] et calculer son intégrale sur [a, b].
b) Soit i € {0,...,n — 1} fixé. Montrer que V& € [z;,x;41], 3¢ € |x4, zip1] tel que :
(o = a)?
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c) Etablir que Vi € {0,...,n — 1} : / (t—a) dt =0.
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d) En déduire que Vi € {0,...,n—1}: =2

ot My = sup |f"(z)|.
a<z<b
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e) Montrerquewe{0,...,n—1}:/ (t—xé) dtzﬁ,

/f dt—/ (1) dt‘ ;Z)zMz.

Exercice 2. Soit o la subdivision réguliere de l'intervalle [a,b] introduite dans I’exercice 1. De
méme, soit x; le point milieu de I'intervalle [x;, x;41]. On définit 'ensemble des fonctions V}, par :

f) En déduire que :

Vi, = {vn € R Wi =0,...,n—2,Vz € [z, Tig1[, va(@) = vp(z)), etV € [Tp_1, Tn], vn(z) = op(zh) }-
a) Tracer le graphe d’une fonction vy, appartenant a V.
b) Démontrer que V}, est un R-espace vectoriel.

¢) On introduit les fonctions (4,02) définies sur [a, b] par :

i=0,n—1
— Siie€{0,...,n—2}:¢i(xr) =1, Vx € [z;,241], O sinon,
— Sii=n—-1:pp_1(z) =1, Vz € [£p_1,x,), 0 sinon.

Montrer que la famille (¢, ..., pn—1) est libre. -

d) Soit vy, € V},. Montrer qu'’il existe (g, ..., Ap—1) € R" tel que : v, = Z Xii-
(On exprimera \; en fonction de vy, et de x}). =0

e) En déduire que la famille (¢o,...,¢n—1) est une base de V};, dont on déterminera la

dimension.




