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Correction de la feuille 8 : diagonalisation

Exercice 1.

(a) Pour tous P,Q ∈ Rn[X] et λ ∈ R,

f(λP +Q) = X(λP +Q)′(X) = λXP ′(X) +XQ′(X) = λf(P ) + f(Q).

Donc f est linéaire. Et pour tout P ∈ Rn[X], P ′ est de degré au plus n − 1,
de sorte que XP ′(X) est de degré au plus n. Donc f est un endomorphisme
de Rn[X].

(b) Une base de Rn[X] est (1, X, . . . ,Xn). Pour k = 0, . . . , n,

f(Xk) = XkXk−1 = kXk

donc cette base est constituée de vecteurs propres : f est diagonalisable.

Exercice 2.

(a) La matrice de f dans la base (e1, . . . , en) est

A =



0 0 . . . 0 1

1 0
. . .

. . . 0

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0 0
0 0 . . . 1 0

 ,

de sorte que le polynôme caractéristique est

χA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 0 . . . 0 1

1 −X . . .
. . . 0

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . −X 0
0 0 . . . 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

On calcule ce déterminant en développant par rapport à la dernière colonne :

χA(X) = (−1)n+1 × 1 + (−X)× (−X)n−1 = (−1)n(Xn − 1).

(b) Ce polynôme a n racines complexes distinctes : les racines n-ièmes de l’unité.
Donc f est diagonalisable.

Exercice 3. Le polynôme caractéristique de A =

 0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

 vaut

χA =

∣∣∣∣∣∣
−X 2 −1

3 −2−X 0
−2 2 1−X

∣∣∣∣∣∣ = −X3 −X2 + 10X − 8.
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Après avoir remarqué que 1 est racine de ce polynôme, on fait la division euclidienne
par X−1 et on trouve χA = (X−1)(−X2−2X+ 8). Reste à factoriser le trinôme
à droite, de la façon usuelle :

χA = −(X − 1)(X − 2)(X + 4).

La matrice A ∈ M3(R) admet trois valeurs propres réelles distinctes : 1, 2 et −4.
Elle est donc diagonalisable (sur R donc sur C) et chaque espace propre est de
dimension 1.

(x, y, z) est dans E1(A) = Ker(A− I3) si le système suivant est vérifié : −x+ 2y − z = 0
3x− 3y = 0
−2x+ 2y = 0

Par exemple, (1, 1, 1) convient.

(x, y, z) est dans E2(A) = Ker(A− 2I3) si le système suivant est vérifié : −2x+ 2y − z = 0
3x− 4y = 0

−2x+ 2y − z = 0

Par exemple, (4, 3,−2) convient.

(x, y, z) est dans E−4(A) = Ker(A+ 4I3) si le système suivant est vérifié : 4x+ 2y − z = 0
3x+ 2y = 0

−2x+ 2y + 5z = 0

Par exemple, (2,−3, 2) convient.

Finalement, ((1, 1, 1), (4, 3,−2), (2,−3, 2)) est une base de vecteurs propres.

Passons à B =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

. On calcule χB en développant par rapport à

la première colonne :

χB =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 0 0 1

0 −X −1 0
0 1 −X 0
−1 0 0 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −X

∣∣∣∣∣∣
−X −1 0

1 −X 0
0 0 −X

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
−X −1 0

1 −X 0

∣∣∣∣∣∣
= X2(X2 + 1) + (X2 + 1) = (X2 + 1)2.

Ce polynôme ne s’annule pas sur R, donc B n’a pas de valeur propre réelle : B
n’est pas diagonalisable sur R. Mais il s’écrit aussi (X − i)2(X + i)2, de sorte que
B a 2 valeurs propres complexes, i et −i.
B(a, b, c, d) = i(a, b, c, d) si le système suivant est vérifié :

d = ia
−c = ib
b = ic
−a = id

On en déduit :

Ei(B) = {(a, b,−ib, ia) | a, b ∈ C} = Vect((1, 0, 0, i), (0, 1,−i, 0)).
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On trouve de même :

E−i(B) = {(a, b, ib,−ia) | a, b ∈ C} = Vect((1, 0, 0,−i), (0, 1, i, 0)).

Ceci montre que ((1, 0, 0, i), (0, 1,−i, 0), (1, 0, 0,−i), (0, 1, i, 0)) est une base de vec-
teurs propres de C4 pour la matrice B : B est diagonalisable sur C.

Passons à C =

 1 4 −2
0 6 −3
−1 4 0

 . Après calcul, on trouve

χC = −X3 + 7X2 − 16X + 12.

On peut voir que 2 est une racine de χC . Par division euclidienne puis étude du
trinôme restant,

χC = (X − 2)(−X2 + 5X − 6) = −(X − 2)2(X − 3).

Ceci montre que C a 2 racines complexes distinctes, 2 et 3. Comme 2 est une racine
de multiplicité 2, il faut que le sous-espace propre E2 soit de dimension 2 pour que
C soit diagonalisable sur C. Or (x, y, z) est dans E2(C) si le système suivant est
vérifié :  −x+ 4y − 2z = 0

4y − 3z = 0
−x+ 4y − 2z = 0

Ainsi, E2(C) = {(4t, 3t, 4t) | t ∈ C} (on a posé z = 4t, ce qui donne y puis x en
fonction de t). Donc E2(C) est de dimension 1, engendré par (4, 3, 4). Comme 2 est
racine double de χc, la dimension de E2(C) n’est pas suffisante pour diagonaliser :
C n’est pas diagonalisable sur C, et donc encore moins sur R.

Exercice 4.

(a) A + In est la matrice avec des coefficients 1 partout. Son image est donc
constituée des vecteurs proportionnels à v = (1, 1, . . . , 1). Elle est de dimension
1. Par le théorème du rang, la dimension de Ker(A+ In) est n− 1.

(b) Cela veut dire que −1 est valeur propre de A, avec un espace propre E−1 de
dimension n− 1. De plus, Av = (n− 1)v, donc n− 1 est aussi valeur propre :
dimEn−1 ≥ 1. On a trouvé deux sous-espaces propres dont la somme est de
dimension au moins n, donc égale à n : A est diagonalisable.

(c) On vient de voir que A = PDP−1, avec P inversible et D diagonale, avec
n− 1 coefficients −1 et un coefficient n− 1 sur la diagonale. Donc

detA = (detP )(detD)(detP )−1 = detD = (−1)n−1(n− 1).

Exercice 5. La matrice A est

A =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 2
...

... . . .
...

...
0 0 . . . 0 n− 1
1 2 . . . n− 1 n

 ,

Notons e1, . . . , en les vecteurs colonnes de la base canonique de Rn. On peut re-
marquer que, pour k = 2, . . . , n− 1, Aek = kAe1. Comme Aen n’est pas colinéaire
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à Ae1, on voit que ImA = Vect(Ae1, Aen) est de dimension 2. Par le théorème du
rang, on en déduit que le noyau de A est de dimension n− 2. On voit même n− 2
vecteurs de KerA : ek−ke1, pour k = 2, . . . , n−1. La liberté de la base canonique
montre que cette famille est une base de KerA.

Cherchons maintenant un vecteur propre x = (x1, . . . , xn) associé à une valeur
propre λ 6= 0. L’équation Ax = λx signifie

∀k = 1, . . . , n− 1, kxn = λxk et
n∑

j=1

jxj = λxn,

soit

∀k = 1, . . . , n− 1, xk =
kxn
λ

et
n−1∑
j=1

j2xn
λ

+ nxn = λxn.

La première relation empêche xn d’être nul (sinon, x = 0). La seconde, en posant

S =
n−1∑
j=1

j2 =
(n− 1)n(2n− 1)

6
, devient λ2 − nλ − S = 0. On trouve donc deux

nouvelles valeurs propres, λ± =
1

2

(
n±

√
n2 + 4S

)
. Le calcul donne des vecteurs

propres associés, en posant xn = λ± par exemple : x± = (1, 2, . . . , n− 1, λ±).

Tout ceci montre que (e2 − 2e1, . . . , en−1 − (n − 1)e1, x+, x−) est une base de
vecteurs propres de A, de sorte que A est diagonalisable. Explicitement, en posant

P =



−2 −3 . . . −(n− 1) 1 1

1 0
. . .

. . . 2 2

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0 n− 2 n− 2
0 0 . . . 1 n− 1 n− 1
0 0 . . . 0 λ+ λ−


,

et D la matrice diagonale avec n − 2 coefficients 0, suivis de λ+ et λ− sur la
diagonale. Alors A = PDP−1.

Exercice 6.

(a) Soit v un vecteur propre de s et soit λ la valeur propre associée. Alors

v = s ◦ s(v) = s(λv) = λs(v) = λ2v.

Comme v n’est pas nul, l’équation (1−λ2)v = 0 signifie 1−λ2 = 0, soit λ = 1
ou λ = −1.

(b) Procédons par analyse/synthèse. Analyse : si de tels vecteurs x± existent, ils
vérifient x = x+ + x− et s(x) = x+ − x− ; par somme et différence, on trouve

x+ =
x+ s(x)

2
et x− =

x− s(x)

2
.

Synthèse : on définit x± par ces formules et on vérifie immédiatement que

x+ + x− = x, s(x+) =
s(x) + x

2
= x+ et s(x−) =

s(x)− x
2

= −x−.
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(c) Le espaces propres E1(s) et E−1(s) sont toujours en somme directe et la
question précédente donne

E = E1(s)⊕ E−1(s).
Comme E est somme de sous-espaces propres de s, s est diagonalisable. On
peut noter que cela inclut le cas où l’un est trivial (s = id ou s = − id).

Exercice 7.

(a) Soit x ∈ E. Si x = 0, f(x) = 0 , donc on peut prendre par exemple λ0 = 1.
Sinon, on peut compléter la famille libre (x) en une base (x, e2, . . . , en) de E.
Si l’on pose F = Vect(x) et G = Vect(e2, . . . , en), on a alors E = F ⊕ G :
F+G=E parce que la famille est génératrice ; F ∩ G est trivial parce que la
famille est libre. Soit g la projection sur F parallèlement à G. Comme x est
dans F , g(x) = x. L’hypothèse sur f donne alors :

g(f(x)) = f(g(x)) = f(x).

Donc f(x) est dans E1(g) = F = Vect(x). Cela veut dire qu’il existe λx ∈ R
tel que f(x) = λxx.

(b) Soit (e1, . . . , en) une base de E. La question précédente montre que la matrice
de f dans cette base est diagonale, de coefficients diagonaux λe1 , . . . , λen .
Reste à voir qu’ils sont égaux.

Pour i 6= j, puisque f(ei + ej) = f(ei) + f(ej), on a

λei+ej (ei + ej) = λeiei + λejej .

La liberté de (ei, ej) donne λei = λei+ej = λej .

Ainsi, tous les coefficients diagonaux sont égaux, donc la matrice de f est du
type λIn et f est bien une homothétie.

Exercice 8.

(a) Si λ est une valeur propre de f et x un vecteur propre associé, on a

fn(x) = fn−1(f(x)) = fn−1(λx) = λfn−1(x)

et par récurrence immédiate : fn(x) = λnx. Comme fn = 0 et x 6= 0, on en
tire λn = 0, donc λ = 0. Ainsi, la seule valeur propre possible est 0. Si f est
diagonalisable, f est donc nulle.

Ainsi, f est diagonalisable si et seulement si f est nulle.

(b) On a fn−1(x) 6= 0 et fn(x) = 0. Comme toute application linéaire envoie 0
sur 0, on en déduit que f i(x) est non nul (resp. est nul) si i ≤ n− 1 (resp. si
i ≥ n).

Soient des scalaires λ0, . . . , λn−1 tels que

λ0x+ λ1f(x) + · · ·+ λn−1f
n−1(x) = 0.

En appliquant fn−1 à cette équation, on trouve λ0f
n−1(x) + 0 = 0, d’où λ0 =

0. Ensuite, en appliquant fn−2 à cette équation, on trouve λ1f
n−1(x)+0 = 0,

d’où λ1 = 0. En réitérant ce procédé, on prouve que tous les coefficients λi
sont nuls.

Cela assure que (x, f(x), . . . , fn−1(x)) est une famille libre de E. Comme elle
compte n éléments, c’est une base.
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(c) La matrice de f dans cette base est

0 0 . . . 0 0

1 0
. . .

. . . 0

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0 0
0 0 . . . 1 0

 ,

Exercice 9.

(a) La matrice A =

6 −11 6
1 0 0
0 1 0

 convient.

(b) Par récurrence immédiate, pour tout indice n : Xn = AnX0.

(c) Le polynôme caractéristique de A est∣∣∣∣∣∣
6−X −11 6

1 −X 0
0 1 −X

∣∣∣∣∣∣ = (6−X)X2 − (11X − 6) = −X3 + 6X2 − 11X + 6.

On vérifie que 1, 2 et 3 sont des racines (distinctes !) de ce polynôme. Donc
A est diagonalisable et il existe une matrice inversible P telle que A =

P

1 0 0
0 2 0
0 0 3

P−1. Alors, pour tout indice n :

Xn = AnX0 = P

1 0 0
0 2n 0
0 0 3n

P−1X0.

Comme P et X0 ne dépendent pas de n, les composantes de Xn s’écrivent
α3n + β2n + γ pour certaines constantes α, β, γ ∈ C. C’est donc le cas de un,
en particulier.

Exercice 10.

(a) L’ensemble Tx = {t ≥ 0 | tx ≤ Ax} est une partie de R donc θ(x) est un
élément de R bien défini.

Par hypothèse, l’une des composantes de x est strictement positive et tous
les coefficients de A sont strictement positifs. Donc les quantités (Ax)i =
d∑

j=1

aijxj , 1 ≤ i ≤ d, sont toutes strictement positives. On pose

τ = min

{
(Ax)i
xi

| 1 ≤ i ≤ d et xi > 0

}
.

Ce nombre τ est le plus petit d’un nombre fini (non nul) de quantités stric-
tement positives : τ > 0. Et par construction, τxi ≤ (Ax)i si xi > 0 ; et
cette inégalité est aussi vrai si xi = 0. Cela montre que τ est dans Tx, d’où
θ(x) ≥ τ > 0.
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D’autre part, pour t ∈ Tx, on a

∀i = 1, . . . , d, txi ≤
d∑

j=1

aijxj .

En sommant sur i on trouve

t

(
d∑

i=1

xi

)
≤

d∑
j=1

(
d∑

i=1

aij

)
xj ≤ S

 d∑
j=1

xj

 .

Comme l’un des xi est strictement positif et les autres positifs, la somme
est strictement positive, donc on peut simplifier pour trouver t ≤ S. On en
déduit : θ(x) ≤ S.

(b) Les éléments x de C sont positifs et non nuls donc θ est bien définie sur C.
Avec la question précédente, λ est un élément de ]0, S] bien défini.

La caractérisation séquentielle des bornes supérieures donne une suite de vec-
teurs xn de C telle que (θ(xn)) converge vers λ. Chacun des vecteurs xn est
dans C, donc a des composantes xni comprises entre 0 et 1. On peut appliquer
le théorème de Bolzano-Weierstrass à la suite réelle bornée (xn1 ), afin d’en ex-
traire une sous-suite convergente. Cette extraction donne une nouvelle suite
de vecteurs, qu’on appelle de nouveau (xn). En réutilisant le théorème de
Bolzano-Weierstrass successivement pour chaque composante, on bâtit ainsi
une sous-suite dont chaque composante converge. Pour cette nouvelle suite
(xn), on a encore (θ(xn))→ λ (une sous-suite d’une suite convergente converge
vers la même limite). Notons x le vecteur limite des vecteurs xn de C. En fai-
sant n→ +∞ dans

∀i, xni ≥ 0 et

n∑
j=1

xnj = 1,

on trouve

∀i, xi ≥ 0 et

n∑
j=1

xj = 1,

donc x est dans C.

(c) Soit n ∈ N. Par caractérisation séquentielle des sup, il existe une suite d’éléments
tp de Txn tels que (tp)→ θ(xn). En faisant p→ +∞ dans

tpx
n ≤ Axn,

on trouve
θ(xn)xn ≤ Axn.

En faisant n→ +∞, il vient

λx ≤ Ax.

(d) Supposons que y = Ax− λx n’est pas nul.

— Le vecteur y est positif (question précédente) et non nul (par hypothèse),
donc l’une des composantes de y, disons yk, est strictement positive.
Alors pour tout i,

(Ay)i =
d∑

j=1

aijyj ≥ aikyk > 0.

D’où Ay > 0.
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— Comme x est dans C, le même argument donne aussi Ax > 0. On peut
donc poser

ε = min

{
(Ay)i
(Ax)i

| 1 ≤ i ≤ d
}
.

C’est le plus petit d’un nombre fini de nombres strictement positifs :
ε > 0. Par construction, εAx ≤ Ay.

— Il vient alors :

εAx ≤ Ay = A(Ax− λx) = A(Ax)− λAx,
d’où (λ+ε)Ax ≤ A(Ax). Avec la défintion de θ, cela donne λ+ε ≤ θ(Ax).

On a bien Ax > 0 mais a priori Ax n’est pas dans C (ce qui semble

empêcher de majorer par λ). Posons N =
n∑

i=1

(Ax)i et z = Ax/N . Alors

z est un vecteur de C et en divisant l’inégalité ci-dessus par N , on trouve
(λ+ ε)z ≤ Az, puis

λ+ ε ≤ θ(z) ≤ λ.
Absurde.

— On a démontré que Ax = λx. Ainsi, une matrice à coefficients stric-
tement positifs a toujours au moins une valeur propre strictement po-
sitive, associée à un vecteur propre dont toutes les composantes sont
positives (et même strictement : la preuve a montré que Ax > 0, donc

x =
1

λ
Ax > 0).


