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Durée : 1h.
Toutes les réponses devront étre justifiées avec soin.

Exercice 1. Pour z € R, on pose f(z) =z + 2(2 — 7). On va s'intéresser
a la suite définie par ug =1 et Vn € N, u,iq = f(up).

(a) Etudier les variations de f.

(b) Prouver que l'intervalle [1,2] est stabilisé par f.

(c) Montrer que (u,) est croissante.
)

(d) Prouver que (u,) converge vers une limite ¢ qu’on déterminera.

Exercice 2. Soit E le C-espace vectoriel des suites complexes convergentes.

(a) Soit F' I'ensemble des suites complexes qui converge vers 0. Montrer que
F" est un sous-espace vectoriel de F.

(b) Soit G' I’ensemble des suites complexes constantes. Vérifier que G est un
sous-espace vectoriel finiment engendré de E et déterminer sa dimension.

(¢) Prouver que £ = F & G.

(d) Question indépendante de (a), (b) et (c) : prouver que E n’est pas
finiment engendré.

Exercice 3. Pour tout n > 1 on considere la fonction g, : [0, 1] — R définie

par
Osiz>1/n
gnle) = {n siz €0,1/n]

1
(a) Vérifier que g, est une fonction en escalier et calculer / Gn-
0

(b) Soit f:[0,1] — R, une fonction de classe C'*. Prouver rigoureusement
que l'on a
1
Jim [ @) de = £(0)

Une méthode consiste a utiliser le théoreme des accroissements finis
pour exprimer f(x) en fonction de f(0).





