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Feuille de TD 6 : espaces vectoriels

Exercice 1. Vérifier que les ensembles suivants sont des R-espaces vectoriels.
(a) A={(z,y,2) €R’ |z +y =0}
(b) L’ensemble des polynémes P € R[X] tels que P'(7) = 0.

(c) L’ensemble des fonctions en escalier sur [0, 1].

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces du C-espace vectoriel
des suites complexes ?

(a) L’ensemble des suites convergentes.
(b) L’ensemble des suites divergentes.
()
(d)
()
(f)
)

L’ensemble des suites bornées.

L’ensemble des suites réelles.

L’ensemble des suites (uy) telles que wu,, ~ 1/n.

f) L’ensemble des suites (uy,) telles que u, = o(1/n).

(g) L’ensemble des suites (uy,) telles que u, = O(1/n).

Exercice 3. Soient F un espace vectoriel et F;, F, deux sous-espaces vectoriels
de E. Prouver que I} U F5 est un sous-espace vectoriel si et seulement si F} C Fb
ou Fy C Fy.

Exercice 4. On se place dans le Q-espace vectoriel R.
(a) A-t-on V2 € Vect(1)?
(b) A-t-on v/3 € Vect(1,v2)?

Exercice 5. Pour tout réel a, on note f, : z — €**. Soient des réels a1 < - - < ay,.
Montrer que (fa,, ..., fa,) est une famille libre de R¥.

Exercice 6. Donner une base des R-espaces vectoriels suivants, ainsi que leur
dimension.

(a) A={(z,y,2) €R® [z +y =0}.
(b) B={(z,y,2,t) ER* |z +y+ 2 =22+ 3y + 2z + 4t = 0}.

Exercice 7. Soit S, = {A € M,(R) | A = A}. Prouver que S, est un sous-espace
vectoriel de M, (R). Quelle est sa dimension ?

Exercice 8. Soit la subdivision o = {0,1,2} de [0,2]. Démontrer que l’ensemble
des fonctions en escalier associées & o est un espace vectoriel de dimension 5.



Exercice 9. Avec des polynomes...

(a) Soient Py, ..., P, des polynomes réels tels que deg P, = k pour k =0,...,n.
Prouver que (P,..., P,) est une base de R,[X].

(b) Montrer que (X +1,X — 1, X? 4 2X) est une base de Ry[X] et donner les
coordonnées de X? dans cette base.

(c) Dans le C-espace vectoriel C[X], on considére le sous-ensemble A des po-
lynoémes impairs (i.e. les combinaisons linéaires de puissances impaires de X),
ainsi que B = {XP(X) | P € A}. Vérifier que ce sont des sous-espaces. Quelle
est leur somme ?

Exercice 10. On se place dans le R—espace vectoriel RE.
(a) Prouver que (sin, cos) est une famille libre.

(b) Montrer que Vect(sin, cos) est I’ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il
existe des réels A et ¢ pour lesquels on peut écrire

Ve € R, f(x)= Asin(z + ¢).

Exercice 11. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un hyperplan de F est
un sous-espace vectoriel de E' de dimension n—1. Calculer la dimension de H1 N Hy
si H1 et Hs sont deux hyperplans distincts de F.

Exercice 12. Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans R.
On note F} I’ensemble des fonctions continues d’intégrale nulle et F5 ’ensemble
des fonctions constantes, sur [0, 1].

(a) Vérifier que F; et F5 sont deux sous-espaces vectoriels de E.
(b) Prouver que Fy N Fy = {0}.

(c) Montrer que Fy ® F, = E.
)

(d) Ecrire f: x +— xze® comme somme d’un élément de Fj et d’un élément de F.

Exercice 13. Soit S le C-espace vectoriel des suites complexes (u,) vérifiant la
relation de récurrence un42 = 3up41 — 2uy, pour tout indice n.

(a) Donner une base de S.
(b) Quels sont les éléments (u,) de S tels que up =1 et ug =37

(c¢) Quelles sont les suites réelles appartenant a S7

Exercice 14. Déterminer les suites complexes (u,) vérifiant les relations de
récurrence suivantes, avec les conditions initiales suivantes.

() Upt2 = 2Upt1 — 22Uy, avec ug = u; = 1.

(b) upt2 = (24 29)upt1 — 24uy,, avec ug = 1 et ug = 0.



