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Exercice 1 :
1. Ve > 0,3n <0,z —xo| <n=|f(x) - <e

2. On suppose que deux limites distinctes [ et I’, (I # ), existent et satisfont la propriété
ci-dessus. On obtient alors :

L=U=]l—f(2)+ f2) = VI < |l = f@)] + |f(2) = | < 2e.
Or, € étant quelconque, on peut le choisir, par exemple, tel que : 4e = |l — I'|.
Ceci contredit I'inégalité précédente.

Exercice 2 :

1. La borne inférieure de ’ensemble A est 0. En effet 0 est un minorant de ’ensemble A et
pour tout € > 0, il existe un entier n tel que n > —.
€

1 1
<eet —+ e A.

1
Alors — +
n n+1 n n+1

3 3
La borne supérieure de ’ensemble A est R En effet, 5 est un majorant de I’ensemble A
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2. La borne inférieure de A n’est pas dans A et sa borne supérieure y est.
Exercice 3 :

1. L’étude de la convergence des suites (ap)nen €t (bn)nen s'effectue comme suit :
— On utilise le développement limité au voisinage de I'origine :

n
s : T
On en déduit que : lim a, = ——=.
n—+o0o 2

2

— Par majoration de la valeur absolue de by, il vient : |b,| < —.

n

Le théoreme des gendarmes permet de conclure que : lim b, = 0.
n—-+o0o

2. La suite ¢, n’est pas convergente car si elle ’était, toute sous-suite le serait vers la méme
limite. Or, la suite extraite ¢4, = 1,Vn € N, et la suite extraite cqp11 = i, Vn € N. Ceci
contredit la propriété de convergence vers une limite unique.

Par contre, la suite ¢, est bornée puisque (|c,| = 1). D’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass, il existe au moins une sous-suite de ¢, qui converge. C’est bien le cas puis-
qu’on en a trouvé ci-dessus deux qui sont constantes, donc qui convergent.

Exercice 4 :

1. Graphe de la suite récurrente
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FIGURE 1 — Représentation grahique de la suite (uy,)pen-

2. La fonction f est de classe C! sur son domaine de définition.
Pour z € R, x # —4, f'(z) = (44_—8x)2 et la fonction f est décroissance sur | — oo, —4[ et
sur | — 4, +ool. La fonction f est décroissance sur [0,4] et f(0) =1, f(4) = 0.
Donc f([0,4]) =[0,1] C [0,4] et V'intervalle [0, 4] est bien stable par f.

3. Comme ug = 3 € [0,4], par récurrence, pour tout n € N, u,, € [0,4] et la suite (up)nen
est bien définie et bornée.

4. f est continue sur [0, 4]. Résolvons alors ’équation f(x) = z, c’est-a-dire 4 —z = x(4+x),
ou encore z2 4+ 5z — 4 = 0. Cette équation du second degré admet 2 racines réelles de
signe contraire. De plus elle vaut —4 en x = 0 et 32 en z = 4. Elle admet donc une racine
unique [ € [0,4].

Donc f admet un point fixe unique ! dans l'intervalle [0, 4].

5. La fonction |f’| est décroissance sur [0, 4] et donc
1
sup 7)) = 17O =

z€[0,4]

On en déduit par le théoreme des accroissements finis que pour tout entier n,

s — 1) = £ ) — FO)] < Slun — 1.

Par une récurrence immédiate, on trouve que pour tout entier n,

1
lup, — 1| < Q—HWO—Z!—H)
quand n — 4o00.
La suite (uy)nen converge bien vers .
6. D’apres la question précédente, on a établi que :

|Un_”

1
on
quand n — 400, ou est une constante indépendante de n.
C s 1 1
Ceci s’écrit : u,, =1 =0 o0 et o(n) = on-
7. La fonction f étant décroissante, les sous-suites (u2n)nen €t (U2n41)nen sont montones

de sens contraires. Par ailleurs, uy = 1/7 et ug = 27/29 < 3 = wug. (u2p)nen est donc
décroissante et (ugp+1)nen €st croissante.
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