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Resune

Le probleme de la conception optimale d’'une structurstiglae en terme de maximisa-
tion de la rigidité globale de cette structure au moindi@ ¢par exemple au moindre poids)
peut revétir de multiples formes. L'une d’elle est la mirsation d’'un critere énergétique
global défini comme la somme pondérée de la complianceiettdrme de codt.

Dans cette thése, on se propose de développer des méthaidptimisation
numeériquement performantes qui permettent de résowprableme de conception opti-
male d’une structure industrielle du milieu de I'aéronqui : 'assemblage de plagues com-
posites. Pour ce faire, nous développons un nouveau ma@etenforcement d’'un milieu
tridimensionnel élastique linéaire par des plaques dehKioff Love. En considérant un mi-
lieu tridimensionnel de faible rigidité renforcé par gdaques tres rigides en comparaison, il
nous permet de modéliser des structures élastiquesingsede type assemblage de plaques
composites.

Dans le cas de parametres d’optimisation distribués, rieblpme d’optimisation
considéré dans le cadre de I'élasticité linéaire peutesoudre a I'aide d’un algorithme déja
existant numériquement performant qui effectue des mgations locales par rapport aux
parametres d’optimisation et permet donc d’éviter taaltal de sensibilité global sur la
structure. En utilisant le modele d’assemblage de plaqumss proposons une application
de cet algorithme a une structure non-académique, um gelgouverne d’Airbus. A l'aide
du méme modele, nous considérons ensuite le probleapiniisation géométrique du po-
sitionnement optimal des renforts internes et montronsneent un choix de parametres
spécifique limite le nombre de minimums locaux.

Dans une deuxieme partie, nous généralisons l'algoetta parametres distribués
précédent aux cas des lois de comportement élastiqueingaires. Nous prouvons que
seules les lois dérivant de potentiels thermodynamiquasxiproportionnels sont utilisables
avec cet algorithme. Apres avoir caractéerisé de telsrgals, nous étudions sa compatibi-
lité avec quelques lois de comportement élastiques im&aile dissymétriques en traction-
compression qui caractérisent la dissymétrie de corapwht de matériaux composites a
fibres longues et de matériaux micro-fissurés.

Mots clefs :  Optimisation / Compliance / Structures composites / Asdagexde plaques /
Elasticité non-linéaire / Dissymétrie en traction caegsion
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INTRODUCTION

9 OPTIMISATION de structures composites est un domaine viastepour la multi-
tude des applications visées que pour le nombre de pr@slatioptimisation qui
peuvent étre envisagés. Les structures composites amucon grand essor et sont cou-
ramment utilisées dans les domaines de grande diffusionlpars bonnes caractéristiques
mécaniques a faible colt, dans les domaines de diffusistneinte pour leur excellent rap-
port caractéristigues mécaniques/poids et dans leswgsctle pointe pour les spécificités
nouvelles que de nouveaux matériaux composites pernetsgteindre.

D’un autre c6té, la multitude des spécificités de telsémaux autorise I'utilisation d’'un
grand nombre de parametres d’optimisation avec lesqge@sricepteur peut jouer pour sa-
tisfaire a des cahiers des charges de plus en plus comples@bjectifs en terme de perfor-
mances mécaniques devenant de plus en plus en plus dsfiiciemplir dans les domaines
de pointe. De nombreuses problématiques peuvent étisag@es, le poids, la résistance
mécanique et la rigidité globale de la structure étasithgeres mécaniques principaux dans
ces domaines de hautes performances.

D’un point de vue plus technique, les méthodes de réesoluates problemes d’optimisa-

tion sont nombreuses et relevent de deux grandes familles :

e la programmation mathématique qui permet la définitiagbrithmes adaptés a des
formes spécifiques de problemes d’optimisation et qui donc indépendant des pro-
priétés des disciplines considérées (mécaniquaiehphysique ...),

e les algorithmes d’optimisation qui tiennent compte de ipaldrités spécifiqgues des
égquations considérées, dans notre cas les équatidasmranique.

Contexte industriel de I'etude

Le travail présenté considere I'étude de structurespmsites aéronautiques a hautes per-
formances. Il a été effectué dans le cadre d’une colkimr entre mon laboratoire d’accuell,
le LM2S, le département de mécanique du solide et de 'emdagement de I'Onera-Lille
et Airbus.

L'utilisation des méthodes numériques que nous cherclzodévelopper est liee a la
phase de préconception de structures industrielles dmgigie complexe, ce qui implique
des problemes numériques de grande taille. Lors de cle#sepde préconception, de nom-
breux parametres du cahier des charges ne sont pas deffaigxh précise (géométrie, choix
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Figure 1 — Modele éléments finis d’un aileron de gouverne d’Airbgsaphique autorisé a
reproduction par Airbus)

de matériau, contraintes de poids...). L'objectif degshuées d’optimisation a développer
est alors de définir des solutions techniques optimalesmetibn d’un choix particulier de
critere, de parametres et de contraintes d’optimisatiale cas de charges qui n’englobe pas
toutes les contraintes de conception. A partir de ces solsiiechniques, les démarches de
conception et de validation internes a I'entreprise devbien slr &tre mises en ceuvre.

L'outil numérigue a développer doit posséder deux ci@réstiques principales :

e une rapidité d’exécution pour pouvoir utiliser le proses d’optimisation en fonction
d’un certain nombre de parametres qui ne seront pas inalus lés parametres d’op-
timisation. Un compromis doit donc étre trouvé lors duigtaes parametres d’opti-
misation et des parametres figés lors de I'optimisatifecaiée par I'outil numérique.
Cette phase de choix requiert un savoir-faire ingéniés la demarche de conception
envisagee.

¢ une totale indépendance vis a vis des compétencesrrdetiéingénieur qui ne doit
pas avoir a intervenir lors de cette optimisation effeetpar I'outil numérique, dans le
but de pouvoir obtenir des types de solutions qui n'avaiastgncore été envisagées.

Dans ce cadre industriel du milieu aéronautique, une tsire¢est représentative a été
choisie conjointement avec Airbus. En partant du constatigunombreuses sous-structures
utilisées lors de la conception d’'un avion sont de typerab$&ge de plaques composites, un
volet de gouverne d’Airbus a été retenu comme structutestrielle test. Cette structure est
constituée de deux panneaux composites, I'extradoswtdtios, et de nombreux panneaux
composites internes. Au bord de fuite, une liaison encasne est réalisée par rivetage et au
bord d’attaque un systeme complexe de conditions auxdswst réalisé par un ensemble de
longerons constitués de matériaux métalliques. Unetedléments finis de cette structure
est présenté dans la figure 1 (autorisation Airbus).
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L'optimisation de ce type de structure est confrontée afiicdltés majeures suivantes :

e structure a géométrie complexe (structure de grantle &afec variations de géométrie
localisée a petite échelle)

e conditions aux limites complexes (trous habités, rivetag

e nombreuses caractérisations des panneaux compositblpss

Ces trois points influent directement sur les choix possilies parametres d’optimisation.
Il est possible de considérer :

e des parametres d’optimisation géomeétriques par exermgsociés a la position des
renforts internes,

e des parametres d’optimisation par exemple associés ariteres de trous habités
(criteres métier),

e des parametres d’optimisation distribués, c’estra-diariables dans le domaine de
définition géométrique de la structure, permettant fac@risation du matériau com-
posite. On peut par exemple associer des parametresrdisgtion distribués a des
fibres longues curvilignes de proportion variable, a dessseurs relatives de plis, a
des épaisseurs totales locales des stratifies ou aursggquent des plis.

Optimisation basee sur la compliance

Un probleme d’'optimisation se met sous la forme générisuivante : étant donné un
jeu de parametres d’optimisation, on cherche a minimisasritére donné en satisfaisant un
certain nombre de contraintes de type égalité ou iniégale choix des parametres d’opti-
misation (distribués, géomeétriques), du critere (exe ou non en fonction des parametres
d’optimisation) et des contraintes (explicites ou nonédimes ou non) influe de maniere
radicale sur le type d’algorithme d’optimisation utilisab

Nous considérons tout le long de la these le probleme deabamisation de la rigidité
globale d’'une structure élastique. Cet objectif peut sentder par la minimisation d’'un
critere global défini sur la structure, la compliance (@vail des efforts extérieurs dans le
champ de déplacements solution d’un probleme élastidues contraintes d’optimisation
qui peuvent étre considérées sont liees a la résistarecanique et au poids de la structure.
Les parametres d’optimisation sont de deux natures, garamdistribués ou géomeétriques,
et sont liés au type de structure présentée dans la sgué&cédente.

En considérant des parametres distribués, nous nceregsons a un algorithme d’opti-
misation particulier qui découle de certaines propsétés équations de la mécanique et qui
ne fait donc pas partie des méthodes de programmatiorematitjue. Cet algorithme, ini-
tialement introduit dans le cadre de I'élasticité limegar Allaire et al. [5] a été développé
dans le cadre de I'optimisation topologique.

La problématique générale de I'optimisation topolagicest la suivante : étant donné
un domaine de I'espace sur la frontiere duquel sont imggdes conditions aux limites en
efforts et en déplacements, on recherche la distributpimale d’'une certaine quantité de
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matiere donnée qui minimise le critere choisi, tout d@ms&isant les conditions aux limites.
En considérant un critere basé sur la compliance, celgmad s’il est posé en terme de
présence ou absence du matériau en chaque point (paatitii d’une fonction indicatrice),
s’avere étre mal posé. De nombreux travaux ont permis dietner que la relaxation du
probleme par utilisation de matériaux homogénéisasstitués localement de vide et du
matériau en une proportion variable entre O et 1 et orgarssivant certains types de micro-
structures permettait de rendre le probleme bien posé.

Pour résoudre ce probleme, plusieurs méthodes ont waulespivant la reformulation
du probléme d’optimisation initial en un probleme de typmimisation-maximisation par
utilisation du théoreme de I'énergie potentielle, ouusnprobléme de type minimisation-
minimisation par utilisation du théoreme de I'eénergienplémentaire. Une autre difféerence
entre ces approches est liée a la prise en compte de latdatd optimisation qui limite le
poids de la structure. Certains auteurs I'utilisent comme contrainte dans la formulation
du probleme d’optimisation tandis que d’autres la tramment en un terme de pénalisation
du critere.

Le travalil effectué dans cette these s’appuie sur la medtation du probleme d’optimi-
sation a parametres distribués basé sur la compliaaons & cadre de I'élasticité linéaire
en un probleme de type minimisation-minimisation avesg@gn compte de la quantité de
matériau introduite sous la forme d’'une pénalisation dteée. Dans ce cadre plus res-
treint du traitement du probléme d’optimisation, un aitione d’optimisation convergent
peut étre défini [5]. Il fait appel a une suite de minimisas locales par rapport aux pa-
rametres d’optimisation distribués a contraintes dx&@t de minimisations globales par
rapport aux contraintes a parametres d’optimisatioasfigpar utilisation du théoreme de
I'énergie complémentaire). La grande force de cet algore est le caractere local des mini-
misations par rapport aux parametres d’optimisationa@bbutit a une réduction importante
du colit numérique, surtout si cette minimisation estiekpl car aucune analyse de sensibi-
lité globale n’est a effectuer, et permet donc, si le na@bitérations a convergence s’avere
étre faible, le traitement des structures complexes qus mutéressent plus particulierement,
les assemblages de plaques composites.

Dans la littérature, de nombreuse études traitent déiffopation des plaques ou coques
composites a fibres longues. Nous nous placons toujouns ldaméme problématique de
'optimisation de la compliance que celle décrite ci-desd_es differences notables qui
apparaissent par rapport a I'optimisation topologiquat $iées aux types differents de pa-
rametres d’optimisation considérés. En les consid@sstribués, ils peuvent étre relatifs aux
épaisseurs relatives des plis, a I'orientation localendtiériau homogénéisé du stratifie, aux
proportions de fibres ... Dans ces differents cas, la msation locale s’écrit differemment
et est parfois explicite. Une revue détaillée sera priesedans le premier chapitre bibliogra-
phique.

Le résultat frappant de ces études est le fait que de namipaametres d’optimisation
lies a un large spectre de matériaux composites pewateniptis en compte alors que les
géomeétries des structures restent tres academiquembranes en élasticité bidimension-
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nelle ou coques a comportement purement membranaire. i&atomis en parallele avec
la problématique de conception aéronautique décrits tlapremiere section de cette intro-
duction, révele la nécessité de développer des nesdtd structures composites complexes,
tels les assemblages de plagues composites, compatilele$ agorithme d’optimisation,
pour pouvoir profiter des nombreux résultats liés a lamigsation locale d’une large famille
de matériaux composites a fibres longues.

En considérant des parametres d’optimisation qui ne plu# distribués, on perd en
général la possibilité d'utiliser I'algorithme d’optiisation précédent car la minimisation par
rapport a ces parametres nécessite alors une analysaslibibté globale sur la structure qui
n’est alors en général plus explicite. Dans ce cas, idatilon d’un algorithme d’optimisation
lié a la programmation mathématique devient nécessBians le cas particulier du modele
d’assemblage de plaques composites développé eeytdisi des parametres d’optimisation
distribués, nous étudierons le probleme du positiorer@roptimal des renforts internes du
volet de gouverne.

Prise en compte de lois de comportemerélastiques non-lireaires

Les études d’optimisation de structures élastiquesetitistoriquement effectuées en
premier pour des lois de comportement €élastiques liagaous les hypotheses de petits
déplacements et de petites deformations. En optimisédipologique, la raison majeure est
le manque de modeles mathématiques permettant d’hamaag des lois de comportement
elastiques non-linéaires. Depuis quelques annéesnédwdes de résolution de problemes
d’optimisation avec lois de comportement €élastiques Intgrires sont apparues. Elles al-
lient quelquefois d’autres difficultés associées a deslméarités du probleme mécanique,
comme la prise en compte de grands déplacements ou de grd&fdemations.

Le point de départ de notre étude est la volonté d’effactoptimisation de structures
constituées de matériaux composites dissymétriquesagtion-compression. Differents
types de dissymétries existent. Elles sont liees awemifits phénomenes physiques, en
général microstructuraux, mis en jeu. Dans le contextendériaux composites a fibres
longues utilisés dans le secteur aéronautique, nous intaressons plus particulierement
a deux types de dissymeétries. Tout d’'abord, des travadfg5][6] ont mis en évidence
expérimentalement la dissymétrie de comportement etidrecompression pour des états
de sollicitation dans le sens des fibres de matériaux coitegos fibres longues. Les ca-
ractéristiques mécaniques de comportement et de aésistde tels matériaux composites
se trouvent étre grandement affectées dans I'état dgssion. Ensuite, 'endommage-
ment d’'un certain nombre de matériaux, dont les matrices rdatériaux composites a
fibres longues, est lié a I'apparition de micro-fissuresinfstade d’'endommagement donné,
le comportement initialement symétrique en traction-pogssion pour un matériau non-
endommagé est alors dissymétrique suivant que la datimh entraine I'ouverture des
micro-fissures et donc une perte de rigidité en tractionaofetmeture des micro-fissures
sans perte de rigidité en compression.
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Le concept de dissymétrie en traction-compression sgaglenc étre frequemment ren-
contré et est lie a des phénoméenes microstructurainsauwent diminuent de facon si-
gnificative les caractéristiques de comportement ou distence mécanique. Sa non-prise
en compte lors d’'un processus d’optimisation peut donc tabaules résultats fortement
eloignés des objectifs visés. D’un point de vue optirtiisg la prise en compte de lois de
comportement non-linéaires, de grands déplacement® @rahdes déformations, aboutit
a des algorithmes d’optimisation qui font appel a desys®a de sensibilité globales, par
exemple effectuées a l'aide de la méthode de I'étatiatlj@4][17]. Le caractere local de
la minimisation par rapport aux parametres d’optimigaticstribués, qui est une propriété
fondamentale de I'algorithme présenté dans la sectiéngatente en vue du traitement de
structures industrielles, est alors perdu.

Ce constat introduit le deuxieme axe de recherche de cailtoau peut se formuler sous
la forme : sous quelles conditions peut-on étendre I'allgore d’optimisation développé
dans le cadre de I'elasticité linéaire a des lois de comgment €lastiqgues non-linéaires tout
en gardant le caractere local des minimisations par ragpor parametres d’optimisation
distribués ?

Présentation de la tlese

Dans un contexte industriel défini par une collaboratioeca&irbus et I'Onera-Lille, le
probleme de la maximisation de la rigidité globale d’'utrecure élastique pour laquelle les
impératifs de poids sont prépondérants est consedéeefamille de structures a caractere in-
dustriel étudiée concerne les assemblages de plagaéfiéstis composites a fibres longues.
En considérant un critere défini comme la somme de la camg et d’un terme de colt, la
reformulation du probleme d’optimisation par une appedb double minimisation dans le
cadre de I'élasticité linéaire aboutit a un algorithdieptimisation numériquement perfor-
mant, les minimisations par rapport aux parametres diup#tion distribués étant locales
(c’est-a-dire sur chaque élément fini dans le cadre drilsapar éléments finis).

Dans ce cadre, les objectifs de la these sont les suivants :

1. effectuer une modélisation d'un assemblage de plagoepasites compatible avec
I'algorithme d’optimisation a parametres distribu@sg&dent puis traiter I'optimisation
d’'un assemblage de plagues composites industriel : undelgbuverne d’Airbus.

2. étendre I'algorithme d’optimisation aux lois de companent €lastiques non-linéaires
avec un intérét particulier pour les lois de comportentssymeétriques en traction-
compression.

Le plan de ce manuscrit est articulé en 5 chapitres.

Dans lechapitre 1 sont récapitulés les différents travaux de la littératsur I'optimisa-
tion de la compliance par reformulation du probleme depgation sous la forme d’'une
double minimisation. Dans ce cadre, la problématique dptifnisation topologique est
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d’abord rappelée, puis les differentes études a pea®s d’optimisation distribués sur les
matériaux composites a fibres longues sont décritesn Haf differentes approches d’opti-
misation avec des matériaux a lois de comportemeni@leest non-linéaires sont présentéees.

Dans lechapitre 2 est développée une analyse linéaire originale du probldu ren-
forcement d’'un milieu élastique tridimensionnel par diegjpes de Kirchhoff Love internes
ou externes. La mise sous forme variationnelle du problpareet de conclure a I'exis-
tence et a l'unicité d’une solution. Une mise en ceuvre enigpie par €léments finis est alors
appliguée sur un exemple académique.

Le modele obtenu est utilisé dans dbaapitre 3 pour traiter I'optimisation d'un as-
semblage de plaques composites a caractere industrielvolet de gouverne d’Airbus.
Dans un premier temps, on montre comment 'algorithme dhaighation a parametres dis-
tribués décrit au chapitre 1 peut s’appliquer a ce typstdecture industrielle. Les résultats
numeérigues obtenus permettent d’énoncer un certain rem regles de conception en
terme de répartition optimale des fibres au sein des reniiotetrnes du volet de gouverne.
Dans un deuxieme temps, la problématique du positionnemjgtimal des renforts in-
ternes est abordée. On montre, a l'aide d’'un exempleeamapie, comment ce probleme
d’optimisation géométrique, qui possede de nombreuximims locaux, peut se traiter
numeériqguement simplement a I'aide de I'algorithme dudggat projeté en utilisant un jeu
de parametres d’optimisation qui permet de diminuer lelm@nde minimums locaux.

Dans lechapitre 4, I'algorithme d’optimisation introduit au chapitre 1 etehdu aux cas
de lois de comportement elastiques non-linéaires shypdthese des petits déplacements et
des petites déformations. Il est montré que cette gdisation n’est possible que pour les lois
de comportement élastiques non-linéaires dérivantalenpiels thermodynamiques duaux
proportionnels. Une caractérisation simple et syst&uatde tels potentiels est présentée.

Dans le chapitre 5, en utilisant cette caractérisation des potentiels tbesma-
miques duaux proportionnels, difféerentes lois de congoent dissymétriques en traction-
compression sont étudiées. Un modele tridimensiommalrit compte de I'ouverture ou de la
fermeture de micro-fissures au sein du matériau est préueéautilisable avec I'algorithme
d’optimisation généralisé. Ensuite, dans le cas deeraatx composites a fibres longues pour
lesquels une dissymétrie de comportement en tractiorpoession liee au phénomene de
micro-flambage des fibres en compression longitudinalelestrgée, differents modeles de
comportement sont étudiés en parallele avec leur atitin dans I'algorithme d’optimisation
généralisé.






Chapitre 1

Optimisation structurale basee sur la
compliance

Dans ce premier chapitre bibliographique, nous définssemprobleme d’optimisation
qui est a la base des travaux de cette these. Le problentee mMeximisation de la rigi-
dité globale d’une structure élastique est formulé sautbrme de la minimisation d’'un
critere énergétique global défini a I'aide du travalscefforts extérieurs dans le champ de
déplacements solution, ou compliance. Selon le type dpetres d’optimisation considére,
differentes contraintes d’optimisation peuvent étteaduites.

Dans le cadre de I'elasticité linéaire et de paraméadtegtimisation distribués, un algo-
rithme convergent et numériquement performant peutd&fimi. Initialement introduit par
Allaire et al. [5] dans le cadre de l'optimisation topologg] il repose sur une reformula-
tion du critere qui élimine les contraintes d’optimisatiautres que celles liees au probleme
elastique de réféerence, en introduisant un terme daligation de la compliance fonction
des parametres d’optimisation dont I'introduction daie’limitée. Ce terme de pénalisation,
appelé colt, peut par exemple étre proportionnel auspabeda structure optimisée.

L'algorithme d’optimisation obtenu est numériguementf@enant car la minimisation
par rapport aux parametres d’optimisation est locale,&hmexplicite pour certains choix
de parametres. Il peut en outre étre utilisé pour d’atyipe de structures et dans d’autres
démarches que celle de I'optimisation topologique. Lascstires constituées de plagues ou
coques stratifiees composites a fibres longues peuvearnnognt étre traitees.

pY

Une limitation forte a cette démarche est sa capacitérendre en compte les
differentes non-linéarités inhérentes aux problemé&caniques telles que les non-linéarités
géomeétriques ou de comportement. Dans ces cas plus caspl&tude de I'optimisation
de larigidité globale d’'une structure pose de nombreuklgraes théoriques et numeériques.

Dans une premiere phase (sections 1.1 et 1.2), le proldépgmisation et I'algorithme
associé qui seront a la base des développements thésrprésentés dans la these sous
I’hypothese des petites perturbations et pour des pdaraméistribués est présenté. Ensuite
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la problématique de I'optimisation topologique d’'uneusture €lastique est rappelée (sec-
tion 1.3). La non-existence de solution au probleme diojgation initial conduit a I'uti-
lisation d’'un processus de relaxation qui permet de reftema probleme d’optimisation
sous la forme précédemment définie. L'algorithme dimjgiation associé est alors utilisable
et performant car la minimisation locale par rapport awapatres d’optimisation s’écrit
de fagon explicite. Ensuite les differents résultatslaldittérature traitant de I'optimisa-
tion de structures constituées de plaques ou coquediggatcomposites a fibres longues
curvilignes dans le cadre d’'une formulation du problemessa forme précédemment in-
troduite sont décrits (section 1.4). Differents typespdeametres d’optimisation distribués
sont considérés comme l'orientation des fibres, leur gutigm ou bien les épaisseurs rela-
tives des plis. Enfin, une revue des differents résulttdifs a I'optimisation d’un critéere
basé sur la compliance dans le cadre de I'élasticitélim@aire (section 1.5) présente les
différents types de non-linéarités qui peuvent étteonfuites et les méthodes de résolution
associées, ces dernieres n’étant alors plus exclugrebasées sur I'algorithme d’optimisa-
tion precédemment décrit.
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Figure 1.1 — Description d’un milieu tridimensionnel élastique

1.1 Deéfinition du probl émeélastique de Eference

Soit un milieu tridimensionnel élastique linéaire. Sa frontiet#? est divisée en deux
partiesT'y et I';. Des déplacements nuls sont imposés [§yrune densité surfacique de
force F est imposée sur; et une densité volumique d’effoft est imposée darns (voir fi-
gure 1.1). Le probléme d’élasticité linéaire tridins@nnelle( P) est défini par les équations
suivantes :
oy + fi =0 dansQ
O = aijklekl(u) dans(2
O = F; surly
u; =0 surl’

(P) (1.1)

On suppose gue le tenseur de rigidité vérifie les conditguivantes :

i (%) = it (T) = apiij ()
AM > 0,tel quéa;jr ()| < M (1.2)
3040 > O,tel queaijkl(x)EijEkl > aOEijEij7VEij = Eji

Sous ces conditions, le problérf®) posséde une solution unique [32].

Introduisons I'espace vectorigl des champs de déplacements cinématiquement admis-
sibles :
V ={vjv=(vi,09,v3); v; € H'(Q); v=0 surly}

La formulation variationnelle en déplacementsdu probleme P) s’écrit :
Siu est un champ deéplacements solution dé) alors

uecV
a(u,v) =L(v) YveV
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avec

a(u,v) :/aijkleij(u)ekl(v)dv
Q
Q IN}

Le tenseur de souplesse, inverse du tenseur de rigigliifesera notéd, ;. Introduisons
'ensembleX,, des champs de contraintes statiquement admissibles :

~Y 4 f, =0dans, Tijn; = F; surFl}

La formulation variationnelle en contraintes du problemg P) s’écrit :
Sio est un champ de contraintes solution(d® alors

0 E Yud
Alo,7—0) =0 V7€ X4y

avec
A(O’, ’/") = / AijklUikaldV
Q

Lesthéoremes de lenergie potentielle et de Energie compémentaire peuvent alors
étre présentés sous la forme de la double inégalit@aste :
Siu eto sont des champs déglacements et de contraintes solutions du grot®( P) alors
on a la double iggalite

{u eV, o€ Xu
(1.3)
—I(v) < —I(u)=J(o) < J(1) Yo eV, VreXy
avec 1
I(u) = ia(u,u) — L(u)
J(o) = %A(a, o)

Ces deux iagalitts sont strictes g # u et # o.

Enfin, I'égalité entre le travail des efforts extériguesdouble de I'eénergie de déformation
et le double de I'énergie complémentaire s’écrit :
Siu eto sont solution dé¢ P) alors

L(u) = a(u,u) = A(o,0) (1.4)

Remarque. Si on se place dans le cadre délBsticié lineaire bidimensionnelle sous I'hy-
pothese des contraintes planes, le prile délasticié se @finit d’'une margre identique en
remplacant les volumes par des surfaces et les surfacedgsavords ligiques. Le prol@dme
d’élastici& sera aussi nét(P) par extension.
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1.2 Deéfinition du probl éme d’optimisation

1.2.1 [Efinition du crit ere et des parangtres d’optimisation

Quand il s’agit de définir un algorithme d’optimisation,dieoix du critere a minimiser
(ou a maximiser) ainsi que le choix des parametres d’dpéition considérés sont cruciaux.
En fonction de ces choix, des méthodes de résolutiordivesses peuvent étre développées.

L'objectif visé est la maximisation de la rigidité gloleadi’'une structure €élastique. Cet
objectif peut étre réalisé en minimisant un criterergétique global défini sur la structure.
Dans cette bibliographie, comme dans tout le travail pré&sdans cette these, on suppose
gue le critere est défini a partir de la compliance, queedtit le travail des efforts extérieurs
dans le champ de déplacements solution d’un probléniadfiéité (P) (défini dans la sec-
tion préecédente). La compliance s’écrit :

Compl = L(u) = / fudV+ [ FudS
Q

'

Sauf mention contraire, nous faisons I’hypothese rdsteicle parametres d’optimisation
distribués. Ceci signifie que tout parametre d’optim@aest un champ défini sur tout ou
partie du domaine élastigye. Dés lors on scinde les parametres d’optimisation en deux
catégories que nous appellerons :

e parametres d’optimisation de type orientatiifi = 1...n)

e parametres d’optimisation de type proportion de corestitu; (i = 1...n)

Dans la majorité des cas considérés, sauf pour I'opétiae topologique basée sur la théorie
de 'homogénéisation, les parametfet «; sont des fonctions scalaires bornées définies
sur tout ou partie du domairie

Le critereG(0;, «;) & minimiser (ou & maximiser) par rapportt& «;) est supposé défini
sous la forme :
G(0;, i) = Compl(6;, ;) + COUT (c;)

ou COUT (o) = [, cout(ey;)dV est le colt relatif aux parametres d’optimisation de type
proportion de constituant; et est a définir par I'utilisateur. Si I'optimisation netit pas
compte de parametres, le critere se résume a la compliance.

A titre d’exemple, dans le cadre de I'elasticité bidimienselle sous I'hypothese de
contraintes planes, considérons le cas d’'une membranpasite monocouche d’épaisseur
constante a fibres longues curvilignes de proportion kgidDeux parametres d’optimisa-
tion sont alors introduits en tant que champs définis sumohaaine planS définissant la
membrane :

e l'orientation des fibre$(z,y), 0 € [—7/2; 7/2]

e la proportion de fibrea(z, y), a € [0; 1]

On notep; et p,,, les masses volumiques respectives des fibres et de la magiterme de
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colt peut par exemple étre défini sous la forme :

COUT(a) = k/s (ap;+ (1 —a)pm)dS

Le parametre: est alors choisi par I'utilisateur et le colt est propartiel au poids de la
membrane composite.

1.2.2 [Efinition du probl eme d’optimisation

Le probléme d’optimisation s’écrit dans le cadre de laimigation du critere :

(0:,0:) (0:,0:)

min G(60;, ;) = min (/ f.udV+/ F.udS+/oout(ai)dV> (1.5)
Q T Q

ouu est solution du probleme élastique).

Ce probleme d’optimisation s’interpréte en termes méapees comme la maximisation
de la rigidité globale d’'une structure élastique au moenmbt.

1.2.3 Ecriture d’'une forme equivalente du probleme d’optimisation
La solution(u, o) du probleme d’élasticité linéairg?) vérifie (voir équation (1.4)) :

/flulquL/ FluldS’:/A”klO'l]OkldV (16)
Q I Q

Le théoreme de I'énergie complémentaire s’écrit :

TEX 44

/Aijklaijakldvz min /AijleikaldV
Q Q

Le probleme d’optimisation (1.5) se met donc sous la forme :

min min (/ AijleikaldV—i-/COUt(Oéi)dV> (17)
(0i,0) TE€EXaq Q Q

Remarque. Dans le cas d’un criire cefini par la compliance, sans terme dditaune autre
approche possible est la suivante :
Compte tenu de (1.4), le@breme de Energie potentielle implique que

—%L(U) = l/ﬂaijlcleij(u)ekl(u)dv — L(u) = min (% /Q aigici (V) e (v)dV — L(”)>

2 veV
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Comme— max(—L(u)) = min(L(u)), le probeme d’optimisation se met sous la forme :

1
(Ierzlylalzl) L(U) = -2 (Ierlli)f) IUIéI‘I/I (5 /Q aijkleij(u)ekl(u)dv — L(U)) (18)
Les algorithmes d’optimisation assésia une telle formulation du probme ne seront pas
utilisés dans le cadre du travail psené. Pour une pesentation étaillée de ce type d'ap-
proche voir [10] et [1] et les éferences incluses dans ces ouvrages. Notons toutdeenci
gue les travaux de [41] qui seron&drits dans la section 1.4.2 utilisent une telle approche

du probEme d’optimisation.

1.2.4 Algorithme d’optimisation

La formulation équivalente (1.7) du probleme d’optintisa (1.5) suggere I'algorithme
d’optimisation itératif suivant [5] :

1. Phase d'initialisation :
On choisit un champ de parametres d’optimisalﬂ@ﬁ%), al(.o)) sur le domaine d’opti-
misation(2. La résolution du probléeme d’élasticit&) associé permet la définition du
champ de contraintes®).

2. Minimisation locale a contraintes fixées :
On effectue la minimisation locale, c’est-a-dire en chaguwint du domaing) de
I'intégrant du critere a contraintes™ fixées, ce qui s’écrit :

(gnln) (Aijkl(ﬁi, CMZ)O'z(;l)O'I(J;) + COUt(CMZ')>

pour obtenir le champ de param‘et(ég“), aE”“)) qui vérifie la propriété

/Aijkl(g(nﬂ) a(”ﬂ))a(n)ag) dV—l—/cout(a("H))dV
Q

i ) g iJ i
Q

i ij

S/Aijkz(Qz(n),a(m)O@a,(j) dV+/cout(a§n))dV
Q Q

3. Minimisation globale a parametres d’optimisation fixés :
On résout le probleme d'élasticit®) associé au champ de paramet@& ™, o{" 1)
pour obtenir le champ de contrainteé+?). Le théoréme de I'énergie complémentaire,
avec comme choix de champ de contraintes statiquementsithais™, et apres ajout
du terme de colt associé aux param‘eetrgém aux deux membres de I'inégalité im-
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plique que

1% 12

/Aijklwgnﬂ),az(nH))U(nH)a,(c?H) dV + / cout(a(n+1)) dv
Q Q

S/Aijkl(e(nJrl) Oz("ﬂ))a@)ag) dV+/00ut(a§"H))dV
Q

i [t} iJ
Q
En considérant la propriété (1.6), les étapes 2 et 3iqupht la propriété sur le criter@ :

GO oMy < G(B™ o)
7 by — ) » g

On itere alors les étapes 2 et 3. Le critere étant unedgranpositive qui diminue a chaque
iteration, il converge nécessairement vers une limite.

1.2.5 Convergence thorique

En ce qui concerne la suite des fonctic(tﬁgl),agn)), il est demontré dans [62] que,
lorsque ces fonctions sont constantes par morcea(#, ;) posséde un minimuid (6;, d;)
atteint pour un coupléu, o) qui est solution du probléme élastique assodig ai; ). Il existe
néanmoins la possibilité de plusieurs suites minimssuat donc de plusieurs minimums
relatifs.

1.3 Optimisation topologique erélasticite linéaire

Cette section est dédiée a la présentation succinctgueéigues travaux portant sur
I'optimisation topologique basée sur la compliance quiwlssent a une formulation du
probleme d’optimisation du type (1.7). La problématigieel’optimisation topologique est
tout d’abord rappelée. La non-existence de solution ablpnoe d’optimisation obtenu im-
pose alors le recours a une méthode de relaxation : ladémae relaxation du probleme
a l'aide de matériaux composites et de la théorie de I'bgéméisation est tout d’abord
présentée, puis I'approche par les matériaux fictifsléstite.

Nous rappelons que les travaux effectués par une refotimmldu probleme d’opti-
misation du type (1.8) ne sont pas présentés et le lecsuligegé vers les ouvrages de
référence [10] et [1] et aux références incluses das®ograges.

1.3.1 ProbEmatique

L'objectif de I'optimisation topologique est le suivanétant donné un domairfe dont
la frontiereof2 est divisée en trois partid%, I} etI'}, un chargement surfaciqugé non-
nul sur la partie de la frontierE}, un chargement volumiqug dansf?, des déplacements
imposeés sul'y, on recherche la répartition optimale d’'un matériaurizoe elastique linéaire



18 CHAPITRE 1. OPTIMISATION STRUCTURALE BAGE SUR LA COMPLIANCE

de tenseur de rigidite dans{) qui assure la prise en compte des conditions aux limites
imposées et qui minimise un critere que I'on supposera basla compliance.

Ce probleme est approché par I'étude de la répartitmtimaale de deux matériaux iso-
tropes élastiques linéaires de tenseurs de rigidd€h dans) qui minimise un critere basé
sur la compliance, la rigidité du matéria@tant supposée faible devant celle du matésiau
La loi de comportement darisest :

ay(z) = x(v)a+ (1 —x(z))b  ouy e {0,1} (1.9)
Le probléme d’élasticité s’écrit :

divo, + f =0 dansQ
oy = aye(u,) dansQ
oyn=F surl

u=0 surly

Dans cette présentation, le critere a minimiser estsilua la forme :

G(x) :/f.ude+ F.ude—l—k/X(iV
Q r Q

1

Le probléme d’optimisation est défini par la minimisation

igf G(x) (1.10)

Ce probleme est démontré étre mal posé dans le sehsxiate des exemples pour lesquels
il n’existe pas de minimum (par exemple voir [1], théorerha .2).

Des lors, le probleme d’optimisation (1.10) est relargermettant la prise en compte de
lois de comportement plus générales que (1.9) (une apim®ehe que nous ne décrirons pas
ici consiste en l'ajout de contraintes au probleme d’ofgtation pour le rendre bien posé).
Cette démarche permet alors de définir des solutions dero&éemes relaxés qui seront
ensuite soumises a un processus de pénalisation qui fhexre définir un design associé a
des matériaux a loi de comportement de type (1.9).

Differentes méthodes peuvent &tre utilisées. Nousidéns dans les sections suivantes
I'approche qui utilise la théorie de ’lhomogénéisatimasentée par Allaire et ses coauteurs
dans [2, 5] et synthétisée dans le livre [1] du méme awgecelle des matériaux fictifs [10, 1],
qui correspond en fait a une modification du problemeaniti
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1.3.2 Relaxation du probEme d’optimisation par homogeneisation

Le processus de relaxation basé sur 'homogénéisaééinidune loi de comportement
plus générale sous la forme :
o= Ale(u)

ou (o, A*) € CD = {(a, A*) | A* € G, }, G, étant 'ensemble des lois de comportement
homogénéisées défini par le mélange de deux matéciatk en proportiony et (1 — «).

« est donc un parametre d’optimisation de type proportiogatestituant.A? n’est pas un
parametre scalaire et est a cheval sur les deux catsgtfmies dans la section 1.2.1.

La fonction colt est choisie proportionnelle a la quéntie matériau rigide, et le
probleme d’optimisation s’écrit alors :

mm (/fudV+ F.udS—i—k/adV)
(a,A*)ECD Q

1

ouu est solution du probleme d’élasticité linéaire :

dive + f =0 dans2
o= Afe(u) dansQ
on=F surly
u=0 surl

Ce probleme d’optimisation relaxé possede au moins ohgisn qui, suivant un certain
sens mathématique, est relié a un design du matériaypasite défini par la loi de com-
portement (1.9) ([1], théoreme 4.1.7). Certains exesifdessent apparaitre I'existence de
plusieurs minimums globaux et il n'existe a ce jour pas esultat sur la possible exis-
tence de minimum local ([1], remarque 4.1.18). On défirotal’ensemble des parametres
d’optimisation basés sur les lamifiés séquentlelst = {(a, A*) | A* € LT}, ou L} est
'ensemble des lamifiés séquentiels définis a partir éamge des matériauxet b en pro-
portiona et (1 — «). On peut alors démontrer qu’une solution du probléme titiwigation
peut étre recherchée polur, A*) € LD car ([1], theoréeme 4.1.12) :

mln (/fudV+ F.udS+k/adV>
Q

= min (/fudV—i— F.udS+k/adV>
(a,A*)LD+ Q

Puis la modification du probleme d’optimisation décrignd la section 1.2.3 est appliquée
pour obtenir un probleme de type (1.7) pour lequel I'altforie défini dans la section 1.2.4
est utilisable. Lutilisation de la formulation du probhe utilisant les lamifiés séquentiels
constitue une simplification significative du probleme, ¢&s lois de comportement des la-
mifiés séquentiels étant connues de facon explicitegitamisation locale par rapport aux
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parameétres d’optimisation s'écrit de maniere expi¢ji], théoreme 2.3.36).

1.3.3 Moadification du probleme par utilisation des maériaux fictifs

Une loi de comportement plus générale est définie sousthad :

ol { a € [0;1]

7ij = 0 ikt € (v) a fixé connu

a est donc un parametre de type proportion de constituanprbbleme d’optimisation

s’'écrit alors :
min / fudV | FaudS+ k:/ adV
@ Q ) Q

ouu est solution du probleme d’élasticité linéaire :

Oij5 + fi =0 dansQ2

0ij = @ a;jp ep(u)  dansQ
o;n; = F; surl’y

u; =0 surl’y

Ce probleme d’optimisation possede au moins une soluébtout minimum local est un
minimum global ([1], théoreme 5.2.8). Les solutions natsmutefois plus liees au type
de design défini avec la loi de comportement (1.9) prise avec(. Ce probleme d’opti-

misation est modifiable comme précédemment et I'algoritid’ optimisation décrit dans la
section 1.2.4 est applicable.

Remarque. En élasticieé bidimensionnelle, cette approche desé&mnaux fictifs correspond
a I'optimisation d’'une membrane @paisseur variabley, et est dans ce casjuivalentea
la formulation relaxee du probdme tridimensionnel gsenée dans la section predentea
laquelle on ajoute I'hypotlse de contraintes planes ([1], lemme 5.2.6).

Remarque. On peut aussi consater une loi de comportemenédomnge SIMP (simplified
isotropic material with penalization) qui permet d’obteaila fin du processus d’optimisa-
tion une structure optimalegja pénali€e. Dans ce cas la loi de comportemer&csit :

a € [0;1]
0 = " ajimer(u) o0 n > 1 fixe connu
a fixé connu

mais alors I'existence d’une solution au prébte d’optimisation n’est plus as&&. Une
revue ctaillee de I'utilisation de telles lois de comportement en o#tion topologique
peutétre trouee dans [14].
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1.3.4 Conclusion

L'optimisation topologique traite donc de la répartitioptimale d’un matériau au sein
d’'un domaine prédéfini. L'algorithme d’optimisation sola forme présentée dans la sec-
tion 1.2.4 fat initialement introduit dans le travail del&te et al. [5]. Il peut cependant
s’appliquer a d’autres problématiques, telle la répart des fibres au sein d’'une structure
composite mince (coque, plaque, membrane). Cette steuatumce peut aussi avoir une
épaisseur variable, auquel cas on est ramené a I'appibeh matériaux fictifs. C’est pour-
quoi dans la section suivante, nous nous limiterons adé@de la répartition des fibres dans
des structures mincesépaisseur totale constangé¢des problematiques quiy sont associées.

1.4 Optimisation de structures minces composites multi-
couchesa fibres longues curvilignes

Dans cette section sont présentés les résultats majesrgtudes traitant de I'optimisa-
tion de structures minces d’épaisseur constante coasstde matériaux composites a fibres
longues curvilignes. L'optique est differente de celle’dptimisation topologique : on re-
cherche toujours a maximiser la rigidité globale de lactire en utilisant un critere basé sur
la compliance et une formulation du probleme d’optimizatile type (1.5), mais au lieu de
rechercher la répartition optimale d’un matériau étpst linéaire isotrope dans un domaine
(2, on cherche la conception optimale d’'une structure mintzg (e ou coque) multicouche
composite a fibres longues, pour laquelle le matériau ly@meisé est défini a partir des
caractéristiques des fibres et de la matrice qui constitraque pli.

Nous nous limiterons a I'utilisation de parametres dimggation distribués, ce qui exclut
les implantations de fibres définies par une fonctionnalle tes parametres sont constants
sur le domaine définissant la structure mince. Lutilisatile parametres d’optimisation dis-
tribués exclut donc les fibres rectilignes ou bien une dg&am de fibres définie par des
fonctions hyperboliques ou paraboliques (voir par exerfipi). Il est néanmoins a noter
gue I'algorithme d’optimisation décrit dans la sectio.4.peut &tre utilisé dans ces cas de
parametres non-distribués, mais il perd alors géraraht sa caractéristique principale qui
est que les minimisations par rapport aux parametres deeption sont locales (c’est-a-dire
effectuées en chaque point, ou numériquement, sur cr&goeent fini).

1.4.1 Orientation optimale d’'un matériau orthotrope €élastique lineaire

Une étape importante lors de la mise ceuvre de l'algorithimtidhisation décrit dans
la section 1.2.4 est le traitement de la minimisation lachtEsque I'un des parametres
d’optimisation utilisé est I'orientation du matériaunsadéré, des solutions explicites a cette
minimisation existent.

Dans cette section, nous présentons les travaux de Ché&wegletsen [19] qui résolvent
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le probleme de l'orientation optimale des matériaux oftthpes en élasticité linéaire bi-

dimensionnelle, qui sont les modeles classiques de cdement de stratifies compo-

sites symeétriques obtenus apres intégration suivapilsseur. Nous nous limiterons a la
présentation des résultats de la minimisation de I@earomplémentaire locale a contraintes
fixées. L'article traite aussi le cas de la maximisation'éedrgie complémentaire et les cas
de minimisation et maximisation de I'énergie potentiella traitement du cas plus général
de I'élasticité linéaire anisotrope peut étre troggians [23] et [56].

Dans toute cette section nous utiliserons la définition/@ndes vecteurs contraintes et
déformations utilisée par les auteurs. Ces vecteucsigént alors :

011 €11
g = 099 € = €99

\/5012 \/5612

La matrice de souplesse qui lie les vecteurs contraintegéfetrdations ainsi définis, sous
I’hypothese des contraintes planes s’écrit sous la farme

ELl %112 0 1 1 64_63 0
S=|5= E% 0 =5 Pr— Pz 1 =20 0
0 0 5 "\ o 0 1-B—38-0

fa = (1 — E1/E5)/2
avec ( (3= (1+ E\/Ey — E1/G1a + 2115)/8
By = (1+ E\/Ey — E /Gy — 6v12)/8
On considere un état de contraintesonnu fixé. Soitr; eto;; les contraintes principales
associées a. On suppose sans perte de généralité|quye>| o;; | et queE; > E,.

Soit ¢ I'angle orienté défini entre I'axe associé a la cont®iprincipale maximale en
valeur absolue, et la direction du matériau orthotrope@sés a la plus grande rigidite, .
L'énergie complémentaire localg: s’écrit alors :

1

ue = g (L= Aall = cos29) = (1L — cos 46)] o}

41— Bo(1 + cos20) — Ba(1 — cos 46)] 0% + 2(By — Bs cos4¢)01011}
On difféerencieuc par rapport a :

Oouc 433 5 . B o1+ 011
U0 8 s 9 9 _ P2 orTon
20 2 (o7 — orr)”sin 2¢(¢ + cos 2¢) avec ( aor—on

En considérant ques; |>| o;; |, on a la propriété

sign(C) = —sign(6s) (1.11)
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La condition% = ( est obtenue dans les cas suivants :
e 3, = (3 = 0 : matériau isotrope
e o7 = oy . état de contraintes isotrope
e ¢ = 0° ou¢ = 90° : alignement des directions principales des contraintes &s
directions d’orthotropie du matériau
e cos2¢ = —( : solutions non-triviales (qui n’existent que|sj |< 1)
Le calcul de la dérivée seconde implique alors :

32uc (O’[ — O'[[)2
= L 8B(1 +
a¢2 =0 El 53( C)
uc (o1 — orr)?
= 7 8 1 —
a¢2 =90 El /83( é-)
82UC (O'] — O'[[)2 2
— LT g1 -
a¢2 cos 2¢p=—C El BB( C )

(pour cette derniere égalité, il s’agit bien d’un signgle signe— de I'article est erroné).
Une comparaison des valeurs de I'énergie complémergairep = 0, ¢ = 90 (etcos 2¢ =
—(si| ¢ |<1)aboutita:

UC|¢:0 - UC|¢:90 <0
sign( ucly—g — “C|cos2¢:—g) = sign (f3) (1.12)
Sign( UC|¢:90 - uc|cos2¢:7() = sign (Bs)

Differents cas existent en fonction des parametres naatéNous présentons le cas qui
correspond aux matériaux composites a fibres longuesigiesment rencontrés définis par :

EL\E,
E1 + (]. + 21/12E2)

G12 < (113)

Dans l'article, cette classe de matériau est appelée Soear stiffness material” avet;

négatif. Commes; est négatif{ est positif (équation (1.11))‘?;% > 0 et (1.12) im-
$=0

plique :
UCcos29=—¢ > UClymgo > Uclsg

Donc, pour un matériau orthotrope élastique linéalagidntation optimale qui correspond
au minimum global de I'énergie complémentaire localeoatrintes fixées est = 0,

ce qui correspond a un alignement de la direction prineipigls contraintes associée a la
contrainte principale maximale en valeur absolue avecrkection d’orthotropie associée a
la plus grande rigidité’; .

Remarque. Pedersen [58] a prou& que dans tous les cas détlide, et notamment dans le
cas cefini par (1.13), 'optimum est obtenu pour des directions@pales des contraintes
et des directions principales dé&fbrmation aligiees. Dans le caséatrit ci dessus, il y a de
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surcrdt alignement avec la direction d’orthotropie asseea la plus grande rigidié.

1.4.2 Paranetres d’optimisation de typeépaisseurs relatives des plis

Considérons un stratifié composite d’épaisseur totafestante a fibres longues curvi-
lignes par couche. Tous les parametres d’optimisatidis@si dans la suite sont des pa-
rametres distribués.

Une premiere approche consisterait par exemple a ceresidomme parametres d’opti-
misation I'orientation locale des fibres dans chaque coethes épaisseurs des plis suivant
une direction donnée. De nombreuses études ont étéeaemiivant cette optique mais cela
meéne a des minimisations par rapport aux parametredidigation non-convexes.

Une autre approche est d’utiliser un jeu de parametregidicgation qui permet I'étude
d’'un probleme d’optimisation convexe : les parametretadenation ("lamination parame-
ters”). Nous présentons ici les travaux de Hammer et alsguiéroulent en deux étapes :

1. Hammer et al. [41] : utilisation des parametres de latrongour définir un probleme
d’optimisation convexe qui permet de montrer I'existeneesdlutions (avec I'utilisa-
tion d’une formulation de type minimisation-maximisatith8)) et de montrer que,
en élasticité plane, la membrane stratifiée optimalestiuge d’un matériau orthotrope
identique dans chaque couche, dans le cas de I'optimigadiarapport a un chargement
unique, est un monocouche ou un bicouche orthogonal.

2. Hammer [40] : Utilisation des parametres d’optimisatindépendants associés a un
bicouche orthogonal d’épaisseur totale constante (&afite epaisseur relative locale
des couches & @t orientation locale du stratifié orthotrope) pour lieme explicite de
la minimisation locale.

Hammer et al. [41] :

On considere un stratifié constitué de couches élastiquéaires anisotropes a lois
de comportement identiques. Dans cette démarche, la loodgwortement élastique d’'un
modele classique de plaque de Kirchhoff Love est écrites $mforme :

N\ (A B €

M) \B D) \x
ou A, B et D sont exprimés en fonction des caractéristiques du commpant anisotrope de
chaque pli qui constitue le stratifié et des parametresuéniation qui sont définis comme

des intégrales sur I'épaisseur de la plaque de fonctiigsntométriques de I'angle de rota-
tion de la matrice de rigidité de chaque pli par rapport aepere global fixé.

Ces parametres de lamination sont alors généralisésasiude plaques constituées a
chaque altitude d’une microstructure de stratifié infiniment fin a I'édieeinacroscopique
mais constituée de plis d’orientations differentes. ®kncas d’un stratifié d’épaisseur to-
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tale constante, aucun terme de colt n’est introduit et ébdlpme se réduit a la minimi-
sation de la compliance. Le probleme d’optimisation esinfdé par un probleme de type
minimisation-maximisation (équation (1.8)). De cettenfioilation, I'existence d’une solution
est demontrée.

Dans le cas d’'une membrane d’épaisseur constante, soymtliese des contraintes
planes, seuls trois parametres de lamination sont akeessaires. Cependant, la donnée
d'un jeu de parametres correspond a un stratifié nonuen{@ est décrit dans [55] une
méthode analytique qui permet, étant donné un jeu derggiras de lamination, de définir
un stratifié a trois couches en terme d’épaisseurs denesust d’orientation).

Néanmoins, il est montré que lors de I'optimisation pap@t a un chargement multiple
pour laquelle le critere a minimiser est défini comme lase pondérée des compliances as-
sociées a chaque cas de charge, le stratifié optimabgpeutonstruit a I'aide d’au plus deux
plis qui sont orientés d’'un angle¢ et d’'un angle—¢ par rapport a une direction tournée
par rapport au repere global. De plus, dans le cas de pl&ito®s d’un matériau orthotrope
(supposé identique dans toutes les couches), il est mqué, lors de I'optimisation par rap-
port a un chargement unique, le stratifié optimal pewt @btenu suivant les cas, par un mo-
nocouche ou un bicouche orthogonal, les directions d’'tmdipee du stratifie homogénéisé
suivant I'épaisseur étant alignées suivant les dioestprincipales des déformations.

Hammer [40] :

Dans ce dernier cas, Hammer a alors considéré le probieopéimisation de la com-
pliance en utilisant des parametres d’optimisation quaci&risent de tels multicouches.
Chaque pli est supposé avoir le méme comportement @lestinéaire orthotrope (tourné
de 90 dans le cas du bicouche). On ndig, E,, G5 etv, les coefficients du matériau or-
thotrope utilisé et on suppose sans perte de génégalé&, > F,. Le comportement local
homogéneéisé du bicouche, ainsi que le comportement cwoawche sont donc orthotropes.

En considérant une épaisseur totale unité, deux pdrasgniquement sont a considérer :
I'épaisseur relativé, des couches orientées a(@our le bicouche, I'épaisseur des couches
a 90 est alors(1 — h)), et I'orientation localed du stratifié orthotrope. Nous supposons,
sans perte de généralité, qgue> 1/2, c’'est-a-dire que la direction d’orthotropie de plus
grande rigidité du matériau homogéneéisé est aliganvee la direction d’orthotropie de plus
grande rigidité des couches d'épaisskubDans ce travail, Hammer utilise une formulation
du probleme d’optimisation du type (1.5) basée sur If§iecomplémentaire sans prise en
compte d’'un terme de colt et I'algorithme d’optimisatid@ctdt dans la section 1.2.4.

Avec le jeu de parametres utilisé, la minimisation loadde’algorithme d’optimisation
est explicite. Considérons tout d’abord la minimisatiocdle par rapport a I'orientation lo-
cale du stratifie. L'orientation optimale est donnée palignement de la direction d’ortho-
tropie de plus grande rigidité (pour le bicouche, suivarditection de la couche d’épaisseur
h) avec la direction principale des contraintes associa@eantrainte principale maximale en
valeur absolue (voir section 1.4.1). Cette direction optemest indépendante des parametres
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matériauF,, Es, v1o, G5 et de I'épaisseur relativie

L'angle d’orientation local du stratifié &tant donné&gkte a résoudre le probleme de mi-
nimisation par rapport a I'épaisseur relativePour ceci, nous n’utiliserons pas les notations
de l'article mais présenterons les résultats en utitismparametres matéridiy, Es, v9,
G12. Lénergie complémentaire locale s’écrit sous la forme

( ~ __ E(Ev?-1)
C="Fn
E:Eg/El
or Mh+ P avec V= Uy
uc == C 57—
‘"B W®-h+C s = o1/
M= (1-FE)(s*-1)
\P:ESQ—QVES—Fl
et 'épaisseur relative optimale est :
(1-FEv)+sE(l—v) : (1-v)E
Casl: Ay = Si —l<s < —————
pt (E—-1)(s—1) ST UE
. (1-v)E (1+v)E
Cas2: hy; =1 si —_— ~—
Pt 1—-vE <S<+1—|—VE
—(1+Ev)+sE(1+v) : (1+v)E
Cas3: Ay = Si —<s<1
pt E-1)G+1) iy <

Ces résultats sont représentés sur la figure 1.2 extiaitarticle.

Cette étude clos le probleme de 'optimisation de memésaromposites multicouches
de comportement identique par couche d’épaisseur totaistante a fibres longues curvi-
lignes dans le cadre des parametres distribués. Uneationitde I'approche est le fait que
le comportement de chaque matériau dans chaque couchgpstg identique. Dans I'op-
tique de palier a cette limitation, la section suivanté@ere probleme de I'optimisation de
membranes composites avec prise en compte de la propodifibords comme parametre
d’optimisation.

1.4.3 Paranetres d’optimisation de type proportion de fibres

Considérons maintenant une plaque composite d'épaidstale constante a fibres
longues curvilignes de proportion variable. Le cas le plnspke est celui d'une struc-
ture mince monocouche. Dans ce cas, deux parametres rdisgtion distribués sont a
considérer : I'orientation locale du matériau orthowdprmé par le mélange fibres et ma-
trice et la proportion de fibres. Une telle approche estsédipar Terrel [62] et par Duvaut
et al. [34] pour des membranes composites en élastiaigbnsionnelle sous I'hypothese
des contraintes planes et pour des coques.

Le terme de colt dans ces études est choisi linéaire astidonde la proportion de
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Figure 1.2 — Epaisseur relative optimalé) en fonction du rapport des contraintes membra-
naires généraliséed’( et Nyr) (Hammer [40])

fibresao :

COUT (o) = k/ adS

S

L'algorithme d’optimisation décrit dans la section 1.2st utilisé. La minimisation locale a
contraintes fixées peut s’écrire explicitement dans edmmembranes bidimensionnelles
si on utilise comme processus d’homogénéisation la Isirdélanges. En effet, quelque soit
la proportion de fibres, le matériau homogénéisé ebbtmipe, et s’oriente donc suivant la
direction principales des contraintes qui est maximaleadew absolue (voir section 1.4.1).
L'angle optimal étant alors donné, on se rameéne a lamigation par rapport a la propor-
tion de fibres, supposée comprise dans l'intervallg,,, a;..|. Cette derniere minimisation
est explicite (elle se met sous la forme de la résolutiom gdalyndme de degré 2), et un
résultat de convergence théorique de 'algorithme dipjsiation existe [62]. D’un point de
vue numérique, cette méthode est peu colteuse car l@nisdtions locales sont explicites.
Un exemple, extrait de [62], d’une telle optimisation estgenté dans la figure 1.3.

Dans le cas de coques composites, la minimisation localegpgort a la proportion
de fibres a orientation fixée reste explicite, mais la misation locale par rapport a
I'orientation a proportion de fibres fixée ne I'est plus.dJméthode numeérique doit étre
utilisée. Differents exemples numériques, tels desdyés et des cones ellipsoidaux, qui

peuvent modéliser par exemple des queues d’hélicapsenat présentés dans [62].
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Figure 1.3 — Reésultats de I'optimisation d'une membrane compositeanounche a fibres
longues curvilignes de proportion variable chargée dangan (extrait de Terrel [62])

Dans le cas de membranes composites stratifiees, de rasliipix de parametres
peuvent étre utilisés. On peut par exemple considérdricmuche orthogonal symétrique
a fibres longues curvilignes de proportion variable parcbeuUne telle étude a été menée
par Thomsen [64] : elle fait appel a une méthode de progratiom mathématique pour
déterminer les proportions de fibres et les épaissewatives a chaque itération de l'algo-
rithme. Les résultats théoriques de I'eétude menée anider et al. [41] ne sont cependant
plus applicables car on considere maintenant un matéiférent par couche. On ne sait
donc plus si le stratifié optimal est un bicouche orthogdiaals ce cas.

1.5 Optimisation structurale ené€lasticité non-linéaire

Tous les travaux présentés jusqu’a présent ont pouedadasticité lineaire. De nom-
breuses évolutions peuvent étre envisagées suivartypes de non-linéarités prises en
compte. Dans une premiere partie on listera les travaaxifeh I'orientation optimale d’'un
certain nombre de matériaux élastiques non-linéawes Shypothese des petites perturba-
tions (petits déplacements et petites déformationsgulEmon présentera les differentes non-
linéarités qui peuvent étre prises en compte et lesudionis nécessaires a la formulation du
probleme d’optimisation qui en découlent.

1.5.1 Orientation optimale de quelques madriaux eélastiques non-
linéaires

Dans cette section, nous considérons, en suivant le tcvaellep et Majak [51, 52, 53],
dans le cadre de I'élasticité plane, sous I'hypothese htites perturbations, une loi de
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comportement élastique non-linéaire du type :
o = F(e, F;)[C]e (1.14)

ou [C] est une matrice a coefficients adimensionnels ef'@st une fonction difféerentiable
donnée qui dépend de la déformation effectiveléfinie pare? = ¢7[C]e et de coefficients
matériauF;. Differentes définitions de la fonctiofi donnent lieu a differentes lois de com-
portement :

Cas 1:F(e., E;) = E; : matériau élastique linéaire

Cas 2: F(e., F;) = ¢¢"'E; : loi de comportement de type puissance ("power law non-

linear elasticity”)
Cas 3: F(e., F;) = 22 In(Eye, + 1) : loi de comportement de type logarithmique

Cas 4 : F(e, E;) = I, € E; : loi de comportement de type série de puissance
Placons nous dans le cas Ay[C] correspond & une matrice de rigidité définissant une
loi de comportement orthotrope élastique linéaire.

Si F(e., E;) = FEy, la loi de comportement est orthotrope élastique lirgéatron se re-
trouve dans le cas de la section 1.4.1F%., F;) est défini suivant une loi de type puissance
(cas 2) ou de type logarithmique (cas 3), il est montré dag$ ¢t [53] que les orienta-
tions optimales dans ces deux cas coincident avec celteawds dans le cas de I'élasticité
linéaire. Dans le cas d’'une série de type puissance (¢élse4) montré dans [51] que I'en-
semble des extremums inclut les extremums du cas €éladtithare. Cependant d’autres
extremums peuvent exister et peuvent correspondre au nmmiglobal ou au maximum
global.

Dans le cas des lois de comportement anisotropes élastiquelinéaires, nous citerons
le travail [56], qui pour des lois de comportement de typ&4),.propose une approche basée
sur un critere qui aboutit a un comportement anisotropieab le plus proche possible d’'un
comportement orthotrope.

1.5.2 Les diferents types de non-liearités en optimisation

Dans le cadre de la maximisation de la rigidité d’'une strieebasée sur un critere défini a
partir de la compliance, difféerentes non-linéaritésyent &tre introduites et ont fait I'objet de
travaux nombreux ces dernieres années. Nous citonsedijges travaux et leurs spécificites
au regard des non-linéarités considérées, qui dan®abdreux cas aboutissent a I'utilisa-
tion d’algorithmes d’optimisation différents de celuggenté dans la section 1.2.4, considéré
comme point de base de cette bibliographie. Les travaugréds du champ d’application
de l'algorithme d’optimisation considéré ne seront qités; tandis que ceux qui s’en rap-
prochent seront brievement décrits.

Differents types de non-linéarités existent. On petdrgbar exemple les non-linéarités
géomeétriques, les lois de comportement élastiqueslinéaires (hyperélastiqgues) ou



30 CHAPITRE 1. OPTIMISATION STRUCTURALE BASE SUR LA COMPLIANCE

bien non-linéaires (élastoplastiques, viscoélastsj@endommageables), et les chargements
dépendant des parametres d’optimisation.

Les chargements extérieurs dépendant des paramedgsnaisation ont été traités dans
le cadre de l'optimisation topologique par Hammer et OIjé#]. Dans ce travail, un al-
gorithme d’optimisation est défini sous I'’hypothése destps perturbations. Il permet de
prendre en compte la position et la direction d’'un chargerderpression sur tout ou partie
de la frontiere extérieure en fonction de la répartitianmatériau a I'intérieur du domaine
de conception. Cette étude utilise des matériaux a lotaaportement SIMP (voir sec-
tion 1.3.3). Cette étude ne peut s’effectuer avec I'athane décrit dans la section 1.2.4, car
dans ce cas, I'écriture du théoreme de I'énergie cemplhitaire ne pourrait plus se faire avec
le champ de contraintes de I'itération précédente ¢a ferait plus statiguement admissible.

Ensuite, toujours dans I'hypothese des petites pertiarst la loi de comportement
elastique non-linéaire de type puissance définie dasedtion précédente a été étudiée par
Pedersen et Taylor [60]. Dans le cadre de la minimisatioradsmpliance sans prise en
compte du terme de codt, il est prouvé que :

1. dans le cas de parametres d’optimisation distribuétypke orientation, la condition
nécessaire de stationnarité de la compliance totalediétra la condition de stationna-
rité de I'energie de déformation locale en chaque paindomaine. Les auteurs parlent
alors de la mise en place possible d'un algorithme d’optatios itératif pour trouver
une solution satisfaisant la condition locale obtenuesmaile décrivent pas.

2. en considérant I'eépaisseur de la plaque comme un grard’optimisation distribué,
pour une quantité totale de matériau fixée, la répartitbptimale de matériau est
indépendante de I'exposant de la loi puissance.

Enfin, d’autres études considerent des problemes dogdiion topologiques basés sur
la compliance dans le cadre de grands déplacements, deegrddformations ou bien de
lois de comportement hyperélastiques, ou bien de congmnaide ces trois types de non-
linéarités. A titre d’exemple, nous pouvons citer levaax [18] (grands déplacements, pe-
tites déformations, élasticité linéaire), et [17]dgds déplacements, petites déformations,
hyperélasticité). Mais dans ces exemples, les algoathd'optimisation utilisés ne sont plus
de la famille de celui décrit dans la section 1.2.4, et nerdgras présentés ici.

1.6 Conclusion

La littérature associée a I'optimisation de structuréeces composites multicouches a
fibres longues est limitée au vue des applications indaligsi qu’elle permet de traiter. Sauf
dans le cas de I'optimisation d’un cdne composite qui g Gtilisé pour modéliser des
structures industrielles comme par exemple les queuediciipteres, les résultats pourtant
riches par rapport aux types de parametres d’optimisatitisables ne sont pas d'un grand
secours pour I'optimisation de structures industriel@splexes.

Lorsque des lois de comportement non-linéaires sont déress, les méthodes mises
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en ceuvre pour résoudre le probleme d’optimisation défiraide d’un critere basé sur la
compliance font alors appel a des algorithmes élabaf&sehts de celui présenté dans le
cas de I'élasticité linéaire sous I'hypothese destpeteplacements et petites déformations
dans la section 1.2.4.

Ces deux constats sont le fondement des deux axes de déeelept suivis au cours du

travail présenté dans cette these :

e utilisation de I'algorithme présenté dans la sectiondlgbur optimiser des structures
composites a caractere industriel de type assemblagaagiees composites,

e extension du domaine d’application de I'algorithme prégselans la section 1.2.4 a des
lois de comportement élastiques non-linéaires, notamgnees lois de comportement
dissymeétriques en traction-compression qui permetégptise en compte de I'effet du
micro-flambage en compression des fibres longues curviigonesein de matériaux
composites utilisés dans des structures minces stesifié






Chapitre 2

Modelisation du renfort d’'un milieu
tridimensionnel

Un objectif de la these est de traiter I'optimisation deistures composites industrielles
de type assemblage de plaques composites. Pour ce faioeisilfaut définir un modele de
ce type de structures notamment compatible avec I'algostd’optimisation a parametres
distribués (ou une évolution de celui-ci) défini dansHeitre 1.

Dans ce chapitre, un modele original du renforcement d’ulemtridimensionnel
élastique linéaire par une plaque de Kirchhoff Love ingeou externe a ce milieu est
développé. En considérant que le milieu tridimensidniest en fait qu’un matériau de rem-
plissage qui, a la limite, ne possede pas de rigiditéiigiive, un assemblage de plaques
composites peut alors étre modélisé par un milieu tragisionnel de faible rigidité renforcé
par des plagues de Kirchhoff Love beaucoup plus rigides.

Dans le cas d'un milieu tridimensionnel avec un renfortrinéeet un renfort externe,
une mise en équation originale est effectuée. Le syst#agations obtenu peut alors se
mettre sous forme variationnelle. Les formulations vasiatelles en déplacements et en
contraintes ainsi que les theoremes de I'énergie assacint demontrés, ce qui permet de
prouver l'existence et l'unicité d’'une solution au prebrie €lastiqgue. Enfin, une mise en
ceuvre numérique dans le cas d’un modele de renfort de tgpebmane avec effort normal
est présentée et un exemple académique de renforcemema d’'un milieu tridimensionnel
traité.
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Figure 2.1 — Description d’un milieu tridimensionnel renforcé par @mfort interne et un
renfort externe

2.1 Description du probleme

On considere un milieu tridimensionriel Sa frontiere est divisée en deux surfatget
I'y. SurTy est imposé un déplacement nul, $urun chargement surfaciqué. Un charge-
ment volumiquef estimposé dans.

Dans le cas de l'introduction d’un renfort interne, une goefplaneS coupef) en deux
milieux Q* et Q. Dans le cas d'un renfort externe, une surface pléhest placée sur la
surface extéerieure de. Le chargemenk’ s’applique alors sur la partie supérieuredé€voir
figure 2.1).

Dans la suite on considérera un milieu tridimensionnecawe renfort interne et un
renfort externe placé sue™. On suppose, sans perte de généralité, que les rentots s
inclus dans des plans paralléles au plény). Le vecteurz” est donc une normale extérieure
aQ* sur toute la frontiere définie p&t et est un vecteur normal&et .S’

2.2 Equations locales relatives au milieu tridimensionnel

Les équations d’équilibre dais™ et()~ s’écrivent :

{ Oij5 + fi=0 dansQ™ 2.1)

oijj + fi =0 dansQ2~
Les conditions aux limites en déplacements sont :

u; =0 surly (2.2)
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Les conditions aux limites en efforts s’écrivent sur lantiere sans présence du renfstt
Oij Ny = F; SurFl\Sl (23)
On considere que les miliedX" et~ sont élastiques linéaires :

0ij = Qjr e (u) & €55(u) = Aijri o (2.4)

2.3 Equations locales relatives aux renforts moelises par
des plaques de Kirchhoff Love

L'objectif de cette section est d’écrire les équatioriatiees aux renforts interne et ex-
terne dans le cadre d’un modele de plague de Kirchhoff Lbaedifficulté majeure réside
dans I'expression du chargement extérieur appliqué dagues de renfort. Pour le définir,
on rappelle tout d’abord les équations de plaque de Reisdimellin avec I'expression du
chargement de type plaque en fonction du chargement tridiroenel appliqué a la struc-
ture tridimensionnelle modélisée par une plague (se@iB8.1). Puis on exprime les char-
gements de type plaque appliqués au renfort interne etrdarteexterne en fonction de
I'état de contraintes au sein des miliex et} et du chargement extérieur appliqgu@a
(section 2.3.2). On effectue alors I'hypothese cinéqaide Kirchhoff Love pour définir
les lois de comportement des renforts et les conditionsiautek qui leur sont appliquées
(section 2.3.3). En définitive, les équations, a car@cbidimensionnel, relatives aux ren-
forts interne et externe modélisés par des plaques dékofE Love sont resumées dans la
section 2.3.4.

2.3.1 Equations déquilibre et conditions aux limites naturelles d’'une
plaque de Reissner Mindlin

Considérons le milieu tridimensionnéls de faible épaisseuk représenté sur la fi-
gure 2.2. Ses faces supérieures et infériegregt S~ sont planes et paralleles. Sa surface
moyenne sera notée On suppose que le miliels est chargé par une densité surfacique
d’effort F3P sur sa frontiere extérieure (noté&P+ sur S+, F3P~ surS— et F?P sur la
frontiére latérale d€ ) et par une densité volumique d’effgit”. L'application du principe
des puissances virtuelles avec le choix d'un champ de déplants virtuels de type Reissner
Mindlin de la forme :

{ ug” (2, Y, 2) = ua(z,y) + 2la(2,y)

o (aveca = 1,2)

us (l‘,y,Z) = w(:v,y)
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S-I— F3D

Figure 2.2 — Description du milieu tridimensionnel utilisé pour lafuhtion du milieu
plague

conduit aux équations d’équilibres et aux conditions limxes en efforts suivantes :

Nog,p + Fy =0 Nogvg = FJ
Qo+ f=0 danss, Qava =T suros (2.5)
Maﬁ,ﬁ - Qa +mq, =0 MaBVB = Ha

ol v est une normale extérieureSa e,s(v) = 5(vas + vs,0), €t

;

Nog = [T no Oap 42
+h/2
§ Mog =/ hj2 Z0ap dz
h/2

\Qa f+h//2 Oa3 dz

(f _ F3D+ + P30T 4 f+:/22 3D
{mg =1 (F3D* R L B W L
\F&‘? _ F3D+ 4+ P3P 4 f+:/22 30 dz
( +h/2

T f+hh//22 F3D
SFEP =/ - ;1//22 F3P dz

| Ha =/ h/2 2 F3P dz

2.3.2 Expression du chargement egrieur des renforts

Hypothese sur le poids des renforts : On néglige le poids des renforts, ce qui implique

+h/2 +h/2 +h/2
/ 3P dz = / Pdz=0, / 2 3P dz =0 (2.6)

—h/2 —h/2 —h/2

Expressions def, m,, et FY pour le renfortinterne :  Le chargement®”~ appliqué sur
la face inférieure du renfort interne est supposé égaleatieur contrainte appliqué par le
milieu tridimensionnel en contact. On nate le champ de contraintes au sein du milieu tri-
dimensionnef2~ au niveau de la face inférieure du renfort. Le vectéast normal extérieur
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aQ)~. Le chargement appliqué par le mili@r sur la face inférieure est donc :
FPP™ = —(ogny) = —o

Le chargement surfacique®”* appliqué sur la face supérieure est supposé égal au vec-
teur contrainte appliqué par le milieu tridimensionneloamtact. On note* le champ de
contraintes au sein du milieu tridimensionfEl au niveau de la face supérieure du renfort.
Le vecteur—2Z est normal extérieur &*. Le chargement appliqué par le mili€lr sur la
face supérieure est donc :

FPPY = —(ofiny) = +oi

Compte tenu de I'hypothése (2.6), on obtient alors pouehdart interne :

N N h N
Fo? :0;3 — 043 f:0£—033 Mo = 9 (a;“?,—l—aa?,) (2.7)

Expressions def, m,, et FJ pour le renfort externe :  Comme décrit dans la section 2.1,
on suppose que le renfort externe est inclus dan$®our le renfort externe, le chargement
surfacique appliqué sur la face supérieure du renfortiest le chargement surfaciqu
ce qui implique :

Fi3D+ — E

Le chargemenf”~ appliqué sur la face inférieure du renfort externe espesgp égal au
vecteur contrainte appliqué par le milieu tridimensidramecontact. On note— le champ de
contraintes au sein du milieu tridimensionfiel au niveau de la face inférieure du renfort.
Le vecteur? est normal extérieur@*. Le chargement appliqué par le mili€d sur la face
inférieure est donc :

FP™ = —(0;n) = —o33

On obtient alors pour le renfort externe, compte tenu depkitigese (2.6) :

h
Fokzg:FOé_OEB f:F3_0i3_?, mazg(Fa"i_o-o?B) (2.8)

Hypothese sur le chargement surfaciqgue de moment,, :  Pour la résolution du systeme
d’équations global (milieu tridimensionnel et renforts} contraintes tridimensionnelles
eto™, les efforts généralisé$, s, (), et M,z 5 des milieux plaques et le chargement extérieur
F seront supposés étre du méme ordre de grandeur en mtluétpetit parametre.

Compte tenu des expressionsmdaléterminées dans (2.7) et (2.8), la troisieme équation
d’équilibre de (2.5) s’écrit :

Magps — Qo + (%3 +0,;) =0 pour le renfort interne
h (2.9)
Masp — Qo + (F +0,3) =0 pour le renfort externe
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Qu» Mop g, 013, 0,5 €LF, €tant supposés étre du méme ordre en h, on a alors :

a3’

g (0} 4+ 003) < Qa g (Fa+003) < Qa
h _ h _
9 (0-2:3 + 0a3) K Mag,p 5 (Fa + Uag) <K Mg s

L'équation d’équilibre (2.9) peut donc étre simplifieus la forme suivante, identique pour
le renfort interne et le renfort externe :

Magp — Qa =0 (2.10)
Expression du chargement exérieur sur le pourtour de la plaque (T, F?, ) :  Compte

tenu de la faible épaisseur des renforts, on néglige fetsefu chargement sur le bord latéral
de Qg devant les effets du chargement surfacique appliqu& st S—, ce qui s'écrit :

T=0 FB=0 [pa=0

En considérant (2.10), les conditions aux limites de (&&grivent pour le renfort interne et
pour le renfort externe :

Naﬁ Vg = 0
Ma[g”@ Vo = 0
Ma[g Vg = 0

2.3.3 Loi de comportement et conditions aux limites en@placements

On effectue I'hypothése cinématique supplémentijre= —dw/dx,. Le modéle de
plaque utilisé pour les renforts est donc un modele detikioéf Love.

Loi de comportement La loi de comportement des plaques renforts est suppteséteée
linéaire, et s’écrit dans le cadre d’'un modele de plagai&uchhoff Love pour le renfort
interne et pour le renfort externe sous la forme :

{ Nog = bapys €ys(u)
Mg = —dapys W5

ou b etd sont symétriques définis positifs.

Conditions aux limites en ceplacements Comme décrit en section 2.1, on suppose que le
renfort externe est inclus dafs. Donc, aussi bien pour le renfort interne que pour le renfort
externe, les conditions aux limites en déplacements d&nement appliquées au milieu
2, si elles sont actives, ne s’appliquent que sur le pourteuladplaque. Ces conditions
d’encastrement s’écrivent dans le cadre d’un modele dgual de Kirchhoff Love, pour le
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renfort interne et le renfort externe sous la forme

Uy =0
w=0 surl’'oy N oS
(9111:0

v

2.3.4 Equations relatives aux renforts interne et externe mdélises par
des plaques de Kirchhoff Love

On identifie les déplacements de la surface moyenne desigdade renfort aux
déplacements du (ou des) milieu(x) tridimensionnel(sjrennant(s). On notera les gran-
deurs relatives au renfort externe par des notations prk)e On résume ici les équations a

caractere bidimensionnel relatives aux renforts inteat@xternes modeélisés par des plaques
de Kirchhoff Love.

Les équations relatives au renfort interne s’écrivent :

N. t0,) = N,z =
{ aB,p t ( Ua3+ Uai&_) 0 danSS, { af baﬂw €y (U) dansS
Magap + (033 —033) =0 Map = —dagys s
Naﬂl/ﬂ =0 . .
Mg gV = 0 surdsS Ny, { ﬁ;ug =0 surds Ny
Maﬂl/ﬂ =0 ov
(2.11)
Les équations relatives au renfort externe sont :
{ Néﬂ,[i + (Fa - 0073) =0 danSS’, { N&ﬁ = blaﬂw e%(u) dansS’
Migap + (Fs = 053) =0 ap = ~agys Us s
N’ vg =10
Oéﬂ ﬂ = =
M5 500 =0 surosS' Ny, { 1;2‘3 us =0 suroS' NIy
M 4v5 =0 o =0
(2.12)

2.4 Formulations variationnelles

Le systeme d’équatiof?) a résoudre est constitué des équations (2.1), (2.3), (2.4),
(2.11) et (2.12). Le bloc d’équation (2.1)-(2.4) relatif milieu tridimensionnel2 est lié aux
blocs (2.11) et (2.12) relatifs aux renforts par le champ &a@atements mais aussi par les

valeurs des contraintes au sein des mili€ixet Q~ sur leurs frontieres ou se situent les
renforts.

L'objectif de cette section est I'écriture du probléfi®) sous forme variationnelle.
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2.4.1 Formulation variationnelle en ceplacements
Introduisons I'espace vectorieél des champs de déplacements admissibles :

v|v = (v, v9,v3) ; v; € H'(Q)
V= Ua|5 € HI(S) ; U3|5 € HQ(S) ; Ua|5/ € HI(SI) ; U3|SI € HQ(S,)

0
v=0 surly; % =0 surdSnlyetdosS' Ny
14

Théoreme 1. Siu est solution du prot@me(P) alors

uweV, a(u,v)=Lv) YveV. (2.13)
avec
(a(u v)—/a-- i(u) (v)dV—i—/b e Je dS+/ Ofus 0y dS
) - o ijkl €ij €kl g afyo a[i 75 p a[i'y(?axaaxﬁ 89578955
8211,3 827]3
b o v)dS dsS
< * /5 aByd® slu)ers(v + /s' afo 0x40xs 0,014
L(v) = F.vdS+/f.vdV
\ Iy Q

Démonstration.

Résultat p&liminaire 1 :
Intégrons par parties la grandeur suivante :

N,
/ ONas a5 = [ Nugwgva ds — / Ny L g
s Oxg as S dxp

SuroS Ny, v, =0etsurdS NIy, Nysvs =0, donc

ON,g
s Org

VadS = — / Ny L g — — / Naj €as(v)dS (2.14)
S (9275 S

De méme, comme, = 0surdS'NIy, etN,gvs = 0surdSNI'y, une intégration par parties
implique :

MWNas 45— / N 5 eas(v)dS (2.15)
—~ VUq = aB €Ca .
s’ (9275 B ﬁ
Résultat p&liminaire 2 :
Intégrons par parties la grandeur suivante :

M M, M
0" Mas v3dS = 0 — B vsds — OMas Ovs

s 01,073 as Oxp s Ozg Oz,

ds (2.16)
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SuroS Ny, v, =0etsurdS NIy, Myssv, =0, donc

M
/8 aﬁl/avgdS:O (2.17)
as O

On integre par parties :
OM 5 Ov Ovs
_ / 8Os / M0
s Oz 3$a 0z,
En considérant; , = %z/a + %ta, oUv ett sont les vecteurs respectivement normaux et
tangents @5, ets I'abscisse curviligne définie saxS, ona:

U3
M, 2.1
/ % Or a0z 0,018 ds (2.18)

0 0
M, U3 ds = Ma/gl/ﬁ’%l/ads +
v

31}3
v M zvg—t,ds
as o ’85% as s ds

oS
Nous avons les conditions aux limites suivantes :

o surdS NIy, Myprg =0

e SUrdSnNrly:dvg/ov=0

e v3=0sUroSNTy= dv3/ds =0surdSnNT,
donc

81)3
MgV
o5 B 56

et (2.18) devient :
aMag 8v3 1}3

— M, 2.1
s Oxg &Tads / “ﬁaxaaxﬁds (2.19)

Compte tenu de (2.17) et (2.19), I'équation (2.16) devient

82Ma5 US
: 6%(%5 v3dS = / Mg ——F— axaaxﬁ dS (2.20)

D’une maniere analogue, en utilisant les conditions amitdis associées au renfort externe,
on prouve que :

O*M! 0
af ] 3
s = M s —dS 2.21
/s' 0,078 s P 0ra024 ( )

Démonstration principale :

Si u est le champ de déplacements solution, an a V. Soit alors un élément quel-
conquev € V, multiplions (2.1) paw;, et integrons suf2™ :

/ _O-ij,j v,dV = fzv,dV (222)
Q+ Q+
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On integre par parties :

/ —UijijidV :/ —az-jnjvidsﬂL/ O'ij?)i,jdv
O+ an+ o+

Dans notre configuratio®Q™ = (9QT N Ty) U (0QT N (T \ S")) U (S) U (5') :

o SUrdQ™ Ny :v; =0

o surdQ+ NI\ ') :oyn; =F

e surS :Le vecteur normal extérieur@" est—7z, eto = o™

e surS’: Le vecteur normal extérieur@" est+7, eto = o~
(Nous rappelons ici que™ et o~ sont surS respectivement les contraintes au sein des
milieux Q* et Q= sur leur frontiere commung et ques™ est surS’ la contrainte au sein
du milieu Q" sur sa frontiereS’, les signest+ et — étant utilisés pour indiquer les faces
supérieure et inférieure de chaque renfort, voir se@i8r2)

Donc
/ JijnjvidS: Evzds+/_o-£vlds+/ O-’i_?’vids
B0+ A0 +N(I1\S") s '

Compte tenu que
/ aijviyjdV :/ O'ijGij(‘U)dV
o+ o+

I'équation (2.22) s’écrit :
/ O'ijGij(’U)dV:/ szzdS—i— fZUZdV—f—/ —a;gvidS—i—/ O'Z-E)Uids (223)
Q+ a+N(r\s") Q+ s l
Maintenant, multiplions (2.1) pat, et intégrons su®2— :

/ _O-ij,j v,dV = fzv,dV
Q+ Q+

Dans notre configuratio®2~ = (9Q~ NTy) U (02~ NT) U (S):
e suro2 Nlg:v; =0
o surdQd~ NIy :oyn; = F;
e surS : Le vecteur normal extérieur@- est+72, eto = o~
Une intégration par parties similaire a celle effectpéarQ2* conduit a :

/ oijeij(v)dV = / FudS + | fivdV + / o5v;dS (2.24)
- oQ—NI'y Q- S

On ajoute membre a membre les équations (2.23) et (2.24)qtxdenir :

/Uijeij(v)dV = /(O'ZE —a;g)vid5+/ O'Z-;,Uids—l-/ F’szd5+/ fividV YoveV
Q 4 r Q

S S’

On éliminec;; — o;; dans 'intégrale suf en utilisant les équations d’equilibre de (2.11) et
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0;; dans I'intégrale suf’ en utilisant les équations d'équilibre de (2.12). On etialors :

N, )
/Uijeij(v)dV—/a aﬁvadS—/ 0 ap Ugds
Q S a S 3

zs

N, M,
—/ —vadS—/ v3dS = / FZ-UZ-dS—i-/fividV
g7 83)6 s’ 3:6(13:65 r Q

YvelV.

Compte tenu de (2.14), (2.15), (2.20) et (2.21), 'équatprécédente se réécrit sous la
forme :

U3

i€ dV Nys €q dS M, dS
/QUJGJ( +/ 5 €ap(v) / } iy

3 U3
N’ . e, dS dS = Fv,dS 0,V
/ a8 €as (¥ / *F 0005 /rl v+ /Q fav

YvoeV

On utilise alors les lois de comportement (2.4) du milieat celles du renfort interne (2.11)
et externe (2.12) pour obtenir (2.13). O

2.4.2 Formulation variationnelle en contraintes

Introduisons I'espace des champs de contraintes statepteadmissibles :

((Tija N;BJ M;ﬁa N;*ﬁa M;*ﬁ)a (iaj:17273)7 (CY,B:LQ), )
Tij = Tji 5 Néﬁ = Nga , Méﬁ = Mga , NOZ(B = Nﬁ*a s MO:B = Mﬁ*a R
Iri;
aTJ + fi =0dansQY" etQ™ , 7;;n; = F; surl'y \ S
Lj
8N;5 + - *
B + Taz — Tag = 0 danss, Njzvs =0suroSnNT,
B
Yiad =
! 0 M, OMg
Pradirs + T35 — T35 = 0dansS , Mz =0, . Vo =0suraSnly,
aNa% ! ! !
o + F, — 7,3 = 0 dansS’, N zvs = 0 suros' NIy
B
aQM;*ﬁ + F: 0d S| 0, 8]\/[;’23 0 as'NnT
= ans = « = U SUr
\ 8%8955 5 T33 a’BVﬂ 8355 g 1/
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Théoreme 2.Si(o, N, M, N', M") est un champ de contraintes solution de (P) alors :

(0, N,M,N', M") € L4
A(o,7 — &) + Bp(N,N* — N) + By (M, M* — M)
4+ BL(N',N* = N')+ B'y(M',M*— M) =0 (2.25)
Y(r, N*, M*,N'* M") € Suq

A(O’, ’/") = / Aijkl 0ij Tkl dV
Q

avec BT(N, N*) = / Ba676 Na5 N;c(g ds BN(M, M*) = / Daﬁ’yé Maﬁ M;c(g dS
S S

’

Bj.(N',N™) = /s' Blg.s Nog N;S dS, By(M',M*)= /5' D35 Mg M;Ts ds

\

ou A, B, D, B' et D' sont les tenseurs inversesdae, d, b’ etd’ respectivement.

Démonstration.Si u eto sont solutions du probleme, on écrit (2.4) sous la forme :
€ij (’U,) = Aijklakl (226)

On multiplie cette équation pay; — o;;, et on integre suR ™ :

/+(7—ij - aij)eij(u)dV = /+ AUMJM(TM — aij)dV (227)
Q Q

Intégrons par parties :

/m(ﬂ'j — 0ij)€ij(u) dV = / (Tij — 0ij)uij dV

Ot

= / (7ij — oij)njuidS — [ (7355 — 0355 ui dV
oo+ o+

DansQ™, Tijj + fi=0 etO'ij,j + f; =0, dOﬂCTij,j — O = 0.
Dans notre configuratio®Q™ = (9QT N Ty) U (0QT N (T \ S")) U (S) U (5') :

o SUrdQ™NTy:v; =0

e surdQ*t N (I'y\ S') : 7n; = F; eto;yn; = F;, donc(r;; — o;5)n; =0

e surS :Le vecteur normal extérieur@" est—2, 0 = ot etr =77

e surS’: Le vecteur normal extérieur@" est+z, 0 = o~ etr =7~
(Nous rappelons ici que™ eto~ (our™ et ) sont surS respectivement les contraintes
au sein des milieu™ et Q= sur leur frontiere commung et ques~ (ou 7~) est surS’
la contrainte au sein du milieQ* sur sa frontieres’, les signest et — étant utilisés pour
indiquer les faces supérieure et inférieure de chaquenteroir section 2.3.2)
Donc

!

/ (7ij — 0ij)€i(w) dV = /

O+

(T3 — 053)u; dS — /(TZJg —of)u; dS
S
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L'équation (2.27) se réécrit alors sous la forme :
/Q+ Aijiior(Tij — 045)dV = /,( Ty — O;3)U; AS — /5( t—ofh)u;dS (2.28)
Maintenant multiplions (2.26) paft; — o;;, et intégrons suf2~ :
/_(Tz'j —oy)e(w)dV = | Ayjuon(ri; — 0ij)dV

Q-

Dans notre configuratio®2~ = (0Q~ NTy) U (02~ NTY) U (S):

e suroQ2 NIy:v; =0

o surdQ)~ NIy :7n; = Fj eto;jn; = F;, donc(r;; — oi5)n; =0

e surS : Le vecteur normal extérieur™ est+z,0 =0~ etr =7~
Une intégration par parties similaire a celle effectpéarQ2* conduit a :

Aijklakl(Tij - aij)dV = /(ng - ng)uz dS (229)
S

Q-

On ajoute membre a membre les équations (2.28) et (2.28)qixtenir :

[ Aswoutry = v = [ (= oguids = [ [ = 75) =~ (0 - 0] weds
Q+ S’ S

On éliminer}; — 7, eto} — 0., dans I'intégrale suf en utilisant les équations d’'équilibre
de (2.11), et;; eto;; dans l'intégrale suf’ en utilisant les équations d’équilibre de (2.12).
On obtient alors :

/ Aijklakl(’/’i]‘ — O'ij)dV — / Ua(N;gﬁ — Na[g,ﬁ)ds — / U3(M;,3,a,3 — Maﬁyaﬁ)dS
Qt S S

_ / Ua(N 5 — Nig 5)dS — /S us (M5 05 — Mg 05)dS = 0

V(r, N*, M* N'* M'*) € 4

Compte tenu de (2.14), (2.15), (2.20) et (2.21), et de lguiv@alent &crit avedv*, N'*, M*
et M'*, 'équation précédente se réécrit sous la forme :

82u3
Az ig — Y d a o a d Ma d
/ ikiokl (Tij — 0ij) V+/s€ a(u) (Vg p)dS — /6%695,3 2

82u3
S’ al'aal'/g
V(r, N*, M* N'* M'*) € 4

+ / eas (W) (N5 — Nis)dS — (M., — M}5)dS = 0

On utilise alors les lois de comportement (2.4) du milieat celles du renfort interne (2.11)
et externe (2.12) pour obtenir (2.13). O
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2.4.3 Theoreme de la double iegalite

Théoreme 3. Théoreme de Iénergie potentielle
La formulation variationnelle en&placements (2.13) estuivalente :

vweV, Iu)<I(v) VveV

avecl (v) = za(v,v) — L(v).

1
2

Démonstration.La démonstration est classique, voir par exemple [32]. O

Théoreme 4. Théoreme de lenergie compmentaire
La formulation variationnelle en contraintes (2.25) éguivalente

(o, N,M,N', M) € qq,
J(o,N,M,N' M') < J(r, N*, M*, N*, M™*) V¥ (r,N*, M*, N*,M*) € £y (2.30)

avec

|
J(0, N, M,N', M) = < (A(a, o) + Br(N, N) + By (M, M) + Br(N', N') + Bly(M’, M'))

Démonstration.La démonstration est classique, voir par exemple [32]. O

Théoreme 5. Théoreme de la double iegalite
Si(u, o0, N, M, N', M") est solution d¢ P), alors

weV, (o,N,M,N' M) € S,

—I(v) < —I(u)=J(o,N,M,N',M") < J(r,N*, M*,N'*, M'*) (2.31)
Yo eV, Y(r,N*,M*N* M*) €Sy '

!

Démonstration.ll reste a montrer I'égalité centrale :
—I(u) = J(o, N, M, N', M")

En choisissant = u dans (2.13), on obtient quéwu, ) = L(u). La précédente équation
s’écrit alors :

a(u,u) = A(o,0) + Br(N,N) + By(M, M) + B.(N',N') + By (M', M")

ce qui se vérifie aisement en considérant les lois de campent (2.4) dang, (2.11) surS
et (2.12) surs'. O
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2.4.4 Egali€ entre le travail des efforts exérieurs, le double de IEnergie
de déformation et le double de |énergie compémentaire

Dans la déemonstration de la section précédente, i pi&tivé que
Siu et(o, N, M, N', M') sont solution du prot@meélastique( P) alors

L(u) = a(u,u) = A(o,0)+Br(N,N)+Byx(M, M)+ B-(N', N')+ B\ (M', M") (2.32)

Cette équation s’interprete comme I'égalité entrerévail des efforts extérieurs pour
le champ de déplacements solution, le double de I'énelgidéformation et le double de
I'énergie complémentaire. Elle sera utilisée pourmléfialgorithme d’optimisation dans le
chapitre 3.

2.4.5 Existence et unici de la solution du probEmeélastique

La démonstration de I'existence et de l'unicité de la Soludu problemg P) est ana-
logue a celle du probleme d’élasticité tridimensidiaelassique [32].

2.5 Mise en ceuvre nurarique

Dans I'hypothese de renfort de tres faible épaisseurgidité de flexion du renfort ap-
portée a la structure tridimensionnelle peut étre aarée faible devant celle apportée par
la rigidité membranaire du renfort. Dans ces conditioasnbdélisation peut &tre simplifiee.

La section 2.5.1 présente la modélisation du renfort dhilireu tridimensionnel par une
membrane et les formulations variationnelles qui en diecuPuis une mise en ceuvre
numeérigue de ce modele dans le code éléments finis MOBU&E décrite dans la sec-
tion 2.5.2.

2.5.1 Modckle de renfort membranaire
Modélisation

On considere le milie@s décrit dans la section 2.3.1 (figure 2.2). On choisit un gham
de déplacements virtuel de type membrane de la forme :

(aveca = 1,2)
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L'écriture du principe des puissances virtuelles condiots aux equations d’équilibre et
aux conditions aux limites en efforts suivantes :

Nagg—f—FS:O NagyﬁzFB
’ @ danss, @ suros
{Qa,a+fzo {QaVa:T

Une démarche analogue a celle effectuée en section@Bdlit a :
e pour un renfort interne :

{Fg:ai?,_aa?, {Naﬁyﬁzo
f=o08— 05 QaVa =0

e pour un renfort externe :
{ FO‘?:FQ—U;?) { NaﬂV[g:O
f:Fg—O'?B QaVa:()

La loi de comportement des renforts est choisie élastigéaire et s’écrit dans le cadre d’'un
modele de membrane pour le renfort interne et le renfodragtsous la forme :

{ Naop = bagys €45(u)
Qo = Cap Wp

Les conditions aux limites d’encastrement s’écriventdarcadre d’'un modele de membrane
pour le renfort interne et le renfort externe sous la forme :

{UO‘ZO surl'yNas
w=20

On identifie les déplacements de la surface moyenne desigdade renfort avec les
déplacements du (ou des) milieu(x) tridimensionnel(s)rennant(s).

Les équations relatives au renfort interne s’écrivent :

{ Nag,s + (03 = 0a3) = danss, { Noo = Doono €0(u) - gang
Qaa + (033 033) Qo = Cap Uzp
Naﬂl/ﬂ =0 Uy =0
suroSnr suroS Nl
{ QaVa =0 b { Uus = 0 0
(2.33)
Les équations relatives au renfort externe sont :
! — _ ! N
{ N, af, 5 + ( Fo - OQS) =0 danSSI, { ]Vlaﬁ - bIOzﬁ’Y5 675(71,) dansS’
a,a ( F3 — 0-33) = Qaﬂ = Cop U3,
N v3 =0 Uy =0
ap”h surdS' NT o surdsS' NT
{ Q' Ve =0 b us =0 0

(2.34)
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Le systeme d’équatior(g_D) a résoudre est constitué des équations (2.1), (2.3),(@.4),
(2.33) et (2.34).

Formulations variationnelles

Dans ce cas patrticulier de renfort de type membrane, lesulatians variationnelles en
déplacements et en contraintes s’écrivent respectineme

Théoreme 6. Formulation variationnelle en @&placements pour un renfort de type mem-
brane

Siwu est solution dq‘l_?), alors

a(u,v) =L(v) Yo e % (2.35)
ou

V= {vjv = (vi,v9,03) ; v; € HY(Q) ; v;]s € H(S) ; vi|sr € H'(S"); v =0 surly}
8U3 3113

a(u,v) :/Qaijkl €ij(u) ekl(v)dV—i-/Sbam(;eaﬂ(u)ew(v)ds—i-/Sca[g%a—mds

 Ous Ovg

+ /s' b5y5€as(U)eys(v)dS +/ Caﬁ%axlg dS

’

L(v) = F.vd5+/ fodV
Q

'

Théoreme 7. Formulation variationnelle en contraintes pour un renfortle type mem-
brane

Si(o,N,Q, N', Q') est solution dQJ_D), alors
(O’, N7 QJNIJQI) € iad
A(0,7 —0) + Br(N,N* = N) + By(Q, Q" — Q)
+ B}(N’, N™* _ N/) + é,N(QI; Ql* B Ql) -0 (236)

V(T, N*a Q*a Nl*; Q,*) € ia,d
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( (Tija N;ﬂa QZ: NIZﬂa QIZ)J (ZJJ = 17273)7 (CY,B: 152)7\
* * 1k 1*
Tij:TjiaNﬁ—NﬁaaNaﬂ_Nﬂaa

«Q

OTi
% + fi=0dansQ" etQ™ |, 7;;n; = Fysurl'y \ &
Zj
aN;/B + - *
. + Taz — Tay = 0 dansS, Njzvp = 0surdSnNT,y
ou Yad = axﬂ ’

a *
aQa + 04y — 033 =0dansS , Qiv, =0surasSnT,
ZTa
aN’Zﬁ — ! 1% '
+F,—7,=0dansS’,N' ,vg =0suroS' NI,
8x5 a3 ap?B
0Q",

+ F3 — 053, =0dansS’, Q"L v, =0surds’' NT,
\ 8% Y,

( A(O’, 7') = / Aijkl Uij Tkl dV
Q

et D B, Ny = / Busrs Nog N3 dS | Bx(Q.Q7) = / Cos QO Q) dS
S S

\ B'T(N’,N/'*) — /5/ 3;675 Névﬁ N,»*y(s ds , BIN(QI,Q,*) _ /5/ (’1/3 Q. Qlﬁ"‘ dsS

On peut alors démontrer les théoremes de [I'énergie npietke, de [I'énergie
complémentaire et de la double inégalité associés aurulations variationnelles (2.35)
et (2.36).

2.5.2 Programmation

Dans le cadre d'un calcul par éléements finis en déplac&snknsimplification apportée
par la prise en compte de renforts de type membrane permehiseeen ceuvre elément fini
simplifiée car I'utilisation simultanée d’éléementsifirde membrane et tridimensionnels ne
pose pas la difficulté de continuité de gradient de changegéacements, les champés et
v;|s €tant seulement! (S) et H'(S’) respectivement et non plug?(S) et H?(S") comme
dans le cas de renforts modélisés par des plaques de Kifdldve.

Le code élements finis utilisé est le code MODULEF. &f@ént fini tridimensionnel ini-
tial est un élément isoparamétrique a 8 noeuds avecrierspplation de type Q1 Lagrange
(sous MODULEF : element HEXA 3Q1D). A cet €lement a Etfutée la prise en compte
d’une rigidité surfacique associée aux faces de I'&btnCette prise en compte est faculta-
tive selon les faces. Les faces sont alors considéréesiearas éléments isoparameétriques a
4 noeuds avec une interpolation de type Q1 Lagrange (utémeidt bidimensionnel existe
sous MODULEF sous la dénomination QUAD 2Q1D).

Le module de calcul des matrices de rigidité élemergaite MODULEF dénommé
THELXX a été modifié pour permettre la prise en compte daliment tridimensionnel
avec rigidité surfacique variable d’'une face a l'autrel'ein élément a l'autre, ceci dans le
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but de prendre en compte l'influence des parametres de ptioicgui seront utilisés lors de
la démarche d’optimisation.

Le module de calcul des contraintes a été modifié powerd@her, sur chaque élément
fini, le champ de contraintes tridimensionnelles, plus Encp de contraintes sur chaque face
de I'elément a laquelle est associée une rigiditéasunue.

2.5.3 Exemple d’un milieu tridimensionnel avec un renfort nterne

Divers exemples numériques seront présentés dans pérehsuivant ou est considérée
I'optimisation simultanée de plusieurs renforts d’'unimiltridimensionnel.

Nous présentons ici I'exemple simple du renfort internendmilieu tridimensionnel
défini par un parallélépipede rectangle encastré s@r face et chargé par une pression
constante sur une autre (voir figure 2.3). Le renfort estréatdns le milieu tridimensionnel.
Compte tenu de la symétrie du probleme, seule la rigtditgentielle du renfort est active.

Le chargement surfacique a pour valéut M Pa. Les dimensions du milieu tridi-
mensionnel sontmx3mx2m et celle de la plaque soninx3m. L'épaisseur de la plaque
considérée est.01m. Le milieu tridimensionnel est constitué d’'un matériaotrope
élastique linéaire de module d’Yourig = 100 M Pa et de coefficient de Poisson= 0.3.
Le renfort est constitué d’'un matériau orthotrogg (= 59461 M Pa, E; = 4685 M Pa,
G119 = 1777 M Pa, v, = 0.329, voir section 3.4.1), la direction d’orthotropie asseciela
plus grande rigidité étant orientée suivant la longwirita plaque (directioi’). La loi de
comportement tangentielle du renfort s'écrit alors, avge= E, 72

Ey vi2Eo
NH 1-vizv21 1-viava €1
_ vi2Eo Ey
N22 - h 1—viavs1 1—v12v2 0 622
Ny 0 0 G 2e19

Les déformées de la structure et du renfort sont pressntians la figure 2.4. On pergoit
nettement I'effet rigidifiant du renfort sur la structurgltmensionnelle.

2.6 Conclusion

Une analyse linéaire originale du probleme du renforggnd&in milieu tridimension-
nel élastique linéaire par une plaque de Kirchhoff Loverne ou externe a abouti a une
formulation variationnelle qui permet de conclure surisnce et I'unicité d’une solution.

Une mise en ceuvre numérique dans le cadre de renforts denypdrane avec effort
normal a été décrite et un exemple académique traité.

Ce nouveau modele va permettre dans le chapitre suivartdrdgdérer le probleme de
I'optimisation de la rigidité globale de ces structuresfoecées, dont un cas particulier im-
portant est 'assemblage de plagues composites.
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L

t22

Plaque
Composite

Figure 2.3 — Représentation schématique du milieu tridimensioneefarcé par un pan-
neau interne

(a) Structure tridimensionnelle (c) Renfort interne

Figure 2.4 — Déformée du milieu tridimensionnel avec un renfort inter






Chapitre 3

Optimisation de structures aeronautiques
de type assemblage de plaques
composites

Le travail présenté s’inscrit dans le cadre d'une coltabon entre la LM2S, le
département de mécanique du solide et de 'endommageaeef®NERA-Lille et AIR-
BUS. Dans ce contexte industriel du milieu aéronautique, structure test de type assem-
blage de plaques composites a été retenue : un volet deegaud’Airbus. Cette structure
complexe doit satisfaire, dans sa phase de conceptiors, @xépences de rigidité structurale
et de poids.

L'objectif de ce chapitre est double. Un premier aspect eome I'application de l'al-
gorithme d’optimisation rappelé au chapitre 1 sur desctines a caractere industriel. Le
deuxieme aspect consiste a déterminer des famillesrdetstes optimales dans la phase
de préconception de I'aileron pour lesquelles sa déimiiompléte est encore a définir en
grande partie.

Pour ce faire, nous utiliserons le modéle de renforceméant thilieu tridimension-
nel élastique linéaire par des plaques de Kirchhoff Lo&eetbppé au chapitre précédent.
Nous utiliserons cette formulation pour modéliser un aggage de plaques composites en
considérant un milieu tridimensionnel de tres faibladiig renforcé par des plaques tres
rigides en comparaison. L'optimisation d’'une telle stameten terme de maximisation de
sa rigidité globale est formulée de maniere analoguella présentée au chapitre 1 par la
minimisation d’un critere défini comme la somme de la caemale et d’'un terme de codt.
Deux types de parametres d’optimisation, qui menenufilibation de deux algorithmes
d’optimisation differents sont considérés :

e des parametres d’optimisation distribués caractérikastructure locale du matériau

constituant les plaques de renfort. L'algorithme d’opsiation présenté au chapitre 1
est alors appliqué.
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e des parametres d’optimisation geomeétriques pernteti@adéfinir la position des ren-
forts internes du volet de gouverne. L'algorithme d’opsation utilisé est alors basé
sur la méthode du gradient projeté.
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3.1 Definition du probléme d’optimisation

3.1.1 [Efinition du crit ere

On se place dans le cadre de I'optimisation de structureposites legeres constituées
de cloisons minces qui sont réalisées lorsque les inif@ide rigidité et de poids sont
prépondérants. Dans cette optique, un critere etigrgeglobal quantifiant la rigidité globale
d’'une telle structure peut étre utilisé. Il sera considé&tre défini a partir de la compliance,
qui n'est autre que le travail des efforts extérieurs égsndans le champ de déplacements
solution. Celle-ci s’écrit :

Compl = L(u) = / fudV+ [ FudS
Q I
On définit d’'une maniere générale les parametres offogation par3. Pour maximiser la ri-
gidité globale au moindre poids, ou plus généralememaikndre codt, le critere sera choisi
comme la somme de la compliance et d’un co(t qui dépendrpalametres d’optimisation.
Ce critere s'écrit :
G(B) = Compl(B) + COUT(pB)

3.1.2 [efinition du probl éme d’optimisation
Le probléme d’optimisation considéré s’écrit alors :
min G(5) (3.1)

Cette définition du probleme d’optimisation suit une @eahe identique a celle décrite dans
le chapitre bibliographique 1.

3.2 Algorithme d’optimisation avec parametres distribués

Nous ferons I'hypothese, sans perte de généralité, lgustructure considérée est
constituée d’'un milieu tridimensionnel renforcé par wanpeau externe et un panneau in-
terne. Le lecteur se réféerera au chapitre précédentlpal&finition des notations utilisées et
pour la définition du probleme élastique de réference.

Nous faisons I'hypothese de parametres d’optimisatimtridués définis sur les do-
maines géométriques des renforts. Ceci signifie que tatdrnpetre d’optimisation est un
champ défini sur 'ensemble des surfaces définissant tdsrte. Des lors on scinde les pa-
rametres d’optimisation en deux catégories que nousliappes :

e parametres d’optimisation de type orientatiifi = 1...n)

e parametres d’optimisation de type proportion de corestitu; (i = 1...n)
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Les parametres d’optimisation distribug®t a; sont des fonctions scalaires bornées définies
sur les domaines géométriques des renforts.

Le terme de colt est alors supposé ne dépendre que desgtea de type proportion de
constituant. En notarff le domaine géométrique d’un renfort, il s’écrit alors :

COUT () =) [ /S cout(ai)ds]

S

3.2.1 Rappel des esultats utiles pour I'algorithme

Le probleme d’optimisation (3.1) est défini pour un changpd&placements solution
d’'un probleme élastique dont la formulation variatiolmen déplacements s’écrit (voir
eq (2.13)):

Siu est solution du prol@me(P) alors

ueV, a(u,v)=Lv) Yvel.

avec
( 82U3 82?)3
a(u,v) —/Qaijkl €ij(u) ekl(v)dV—F/Sba[gweaﬂ(u)ew(v)ds—i-/Sdam(saxaaa% 8$78$5ds
8QU3 82’03
b o ds ! ds
{ +/S’ aBys€ 5(“)675(’0) +/S’ aﬂ758$aa$ﬁ 8$78$5
L(v) = F.vdS—i—/ fvdV
\ Iy Q

Cette formulation variationnelle permet la définition W’ahamp de déplacements so-
lution » unique a parametres d’optimisation fixés. L'utilisatides lois de comportement
de (2.11) et (2.12) permet alors la définition du champ déraontes(o, N, M, N', M') as-
socié solution.

Le théoreme de I'énergie complémentaire s’écriu@mpn (2.30)) :

Si(o, N, M,N', M') estle champ de contraintes solution de (P) alors :

(0, N, M,N', M") € S,
J(o,N,M,N', M') < J(r, N*, M*,N* M

’

*) V(TJN*aM*aN,*aM*)EEad
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avec
J(o,N,M,N',M'") = % (A(a, o) + Br(N, N) + By(M, M) + BR(N', N') + Bl (M', M’))

p

Ao, ) = QAijlcl oij Tk AV

et{ Br(N,N*)= / Bagys Nag N,);(; ds , By(M,M™) = / Dogys Map M:;é ds
S S

!

BL(N',N"™) :/ Biss Nog N:ﬁs dS, By(M',M™) :/ Dysos Mg M:ffs ds
\ g’ g’

Enfin rappelons I'égalité entre le travail des efforts éeidurs dans le champ de
déplacements solution et le double de I'énergie compl@aire (équation (2.32)) :
Siu et(o, N, N', M, M') sont solutions du prokime(P) alors

L(u) = A(o,0) + Bp(N,N) + By(M, M) + B}.(N',N") + By (M', M") (3.2)

3.2.2 Algorithme d’optimisation

L'algorithme d’optimisation présenté dans la sectiof.4.est étendu au probleme
d’élasticité rappelé dans la section précédenteagegnté en détail dans le chapitre 2.

1. Phase d'initialisation :
On choisit un champ de parametres d’optimisat(cﬂﬁo), aZ(O)) sur les domaines
définissant les plaques et S’. La résolution du probleme d’élasticité associé parm
la définition du champ de contraintgs”) = (¢, N(© A7 N©O) a0,

2. Minimisation locale a contraintes fixées :
On effectue la minimisation locale, c’'est-a-dire en chaguoint des domaines et S’
de l'intégrant du critere a contraint&™ = (o™, N M) N'™ M) fixges, ce

qui s’écrit :
: ) ()(n) A7()(n) ") ()(n) 7))
(Ierilylalil) <Ba 250, i) Nog™ NG 4 D5 (0iy i) Mog™ M5 + cout(ai))
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pour obtenir le champ de paramet(é€+!), o)) qui vérifie la propriété

/Azjk:lo-z] O'kl 1%

/S |:Ba,876(9(n+1)7 a(n+1))No(z,8) ( )dS + Daﬁws(g("Jrl)’ a§n+1))Mo(zZ’)Mf§Z)j| ds

+/cout(az(-n+1)) as
S
+/ [ &676(9£n+1)’a(n+1))Na(6) N )dS—l—Da675(9(n+1),a(nﬂ))Ma(g)M’(n)] ds

+/ cout(az(nﬂ)) ds

IN

+ /S [Bam(e?),aE")) NG NP + Dagys (01, 0™y M) M )} ds
—{—/cout(agn)) ds
S

+ /S’ |: &ﬂvﬁ(gz(n)vaz(n)) N&(g) ny(ﬁ & + Daﬁfyé(g(n)aaz(n)) M&(g) M'Iy(ﬁn)j| ds

+/ cout(az(-n)) ds

3. Minimisation globale a parametres d’optimisation fixés :
On résout le probleme d’élasticité associé au charrmadmnetrese (nt1) a(”“ ) pour
obtenir le champ de contraint&¥"+! = (g+h) NE+D printd) e+ ),M’("“))
Le théoreme de I'énergie complémentaire, avec commeale champ de contraintes
statiquement admissib®(™), et aprés ajout du terme de colit associé aux parametres
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("“) aux deux membres de I'inégalité implique que

/ AUMG (n+1) qulzﬂ)dv

+/ [ Bagna 0", ol )NIINGTVAS + Doy (07, o™ )M M | as
S

+/cout(a2(-n+1)) as
S
+/S’ [ &ﬂ76(9§n+1)’az(nJrl))Né(ngl) ’y(n+1)d8+Daﬂ’yé(o(nJrl)’a§n+1))M;(g+1)M;%n+l)] IS

+/ cout(agnﬂ)) ds
SI

IN

Q

+/5 [Ba575(9§"+1)a045"+1>) Né%) N( " 4 Dagrs (07D, a"H) Mg/;) Mé}’)} s

+/cout(a§n+1)) ds
S

" /5 [Blsns 00,0l ) NGB NI 4+ Dl (00, 0l 0) MUY M| as

+/ cout(az(-nH)) ds

En considérant la propriété (3.2), les étapes 2 et 3iqupht la propriété sur le critere :

On itere alors les étapes 2 et 3. Le critere étant unedgrarnpositive qui diminue a chaque
itération, il converge nécessairement vers une limite.

3.3 Mise en ceuvre nurarique dans le cas d’'un assemblage
de membranes composites avec effort normal

Dans cette section, nous spécifions certains aspects dedaeuvre numérique de I'op-
timisation d’'un milieu homogene isotrope par des renfmtisrnes et externes de type mem-
brane. Les équations de ce modele sont celles présad®s la section 2.5.1. Dans ce cas,
I'écriture de I'algorithme d’optimisation est analogaecelle de la section précédente en
considérant I'expression de I'énergie complémentdéee nouveau modele.

Pour la mise en ceuvre numérique, les membranes consgdéo@dt des monocouches a
fibres longues curvilignes de proportion variable. Dewap@tres d’optimisation sont alors
définis :

e |'orientation locale des fibré
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¢ la proportion de fibres
Ces deux parametres d’optimisation distribués sonhde$iur chaque panneau, et sont

supposés bornés :
m™ ™

bel-3i3

] a € [amma amam]

Pour prendre en compte le fait que les fibres constituent teereaqui colte le plus dans
la phase de conception, le coit est choisi proportiondaldensité de fibre. On introduit
un parametré constant fixé a définir par I'utilisateur. En notahte domaine géométrique
d’un renfort, le terme de colt s’écrit alors :

COUT =k [/S adS}

La démarche numérique adoptée pour déterminer le clignepntraintes solution est un
calcul par éléments finis en déplacements associéibsiation en post-processeur de la loi
de comportement. Il n’est pas nécessaire d’utiliser unaditation en contraintes d’un point
de vue numérique.

Il reste a définir le processus d’homogénéisationaditi ce choix est lié a la volonté
d’obtenir une minimisation locale numeérique expliciteccdans le but de minimiser le colit
numeérique de cette étape de 'algorithme. Dans la settib3, il a €té rappelé les travaux de
Terrel [62] qui permettent, lors de I'optimisation d’'une migrane composite monocouche
d’épaisseur constante a fibres longues curvilignes dpagption variable, en élasticité bi-
dimensionnelle sous I'hypothése de contraintes plariebtehir une minimisation locale
explicite en utilisant la loi des mélanges comme proced$wsmogénéisation.

En généralisant cette approche pour prendre en comgfer’@ormal, une méthode
d’homogénéisation qui aboutit a une minimisation leciéérative mais explicite par étape
est définie dans les sections suivantes.

3.3.1 Loide comportement homognéise

Les fibres sont supposées avoir un comportement éladtiipagre isotrope transverse et
la matrice élastique linéaire isotrope. Le matériau bgénéisé constitué du mélange fibres
matrice est supposé avoir un comportement elastiqeailiaisotrope transverse. On néte
un module d’Young¢ un module de cisaillement,un coefficient de poisson et on utilise un
indice f pour les grandeurs relatives aux fibrespour les grandeurs relatives a la matrice,
pour la direction longitudinale @tpour la direction transverse. La loi de comportement d’'un
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renfort membranaire (eq (2.33) et (2.34)) s’écrit, danmrgpere des fibres, sous la forme :

( 1 V12
= —N;; — —N.
€11 hE, 11 hE, 22 pys Q,
140 1 ’ hG
= __“*N N 12
{ e IhE, 11+ IE, 22 s Qs
1 e
2 = N, 22
\ €12 hG 12

Pour les coefficients matériau intervenant dans la loi depmotement tangentielle, la loi
des mélanges s’écrit [15] :

Ey=aEn+ (1 —a)E, Vi = avpe + (1 — @)y,
« 1—a\ " « 1—a\ "
Ey=|— G =|—
’ <Ef2 " Bm > v (Gm T Gm >

Pour définir le comportement isotrope transverse du naat®omogénéiseg, il faut expri-
mer un coefficient supplémentaire en fonction de la prapode fibre. Il existe une relation
entre le coefficientyy, et le coefficient,, de ce matériau :

Es

Gop = ———
22 2(]_ + 1/22)

(3.3)
Deux options sont alors envisageables : exprimgrou exprimerG,, en fonction de la
proportion de fibres. Dans l'optique d’obtenir une minintisa locale par rapport aux
parametres d’optimisation a contraintes fixées exglicnous choisissons d’approximer
le parametre matériatrs, fonction de la proportion de fibres par un modele analogue
mathématiquement a celui utilisé patlf,. Ce modele s’écrit alors :

o 1—a) ! Eyo
_ S B 3.4
G (Gm " Gm > (avech 2(1 + szz)) (34)

Pour obtenir un module de cisaillemeft, toujours inféerieur au module de cisaillement
G2, le parametre matérial o, sera choisi inférieur au parametig ;.

L'approximation deG, par la loi des mélanges est une approximation qui possede u
sens physique. Elle est obtenue en considérant une trdechatériau constituée de couches
successives de fibres et de matrice. Cette tranche est amis chargement de cisaille-
ment longitudinal qui induit des contraintes de cisaillet®gales au sein de la fibre et de
la matrice. Par contre, 'approximation d&, est effectuée en collant au mieux la courbe
expérimentale représentant les variationg:deen fonction de la proportion de fibres et n'a
pas de sens physique particulier.

Remarque. Le choix deGGy, de la forme (3.4), compte tenu de (3.3), implique I'expi@ssi
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de vy, en fonction de la proportion de fibres suivante :

aFn(1+vp) + (1 —a)Ep(l+uv,)

-1
OéEm + (1 — Oé)EfQ

Vog =

Valeurs numériques

Pour tous les exemples numériques présentés dansdadsuie chapitre, on considérera
des fibres de kevlar et une matrice epoxyde. Pour les fibres\darksupposées élastiques
linéaires isotropes transverses, on utilisera les valeumériques des coefficients matériau
intervenant dans la loi de comportement dans le plan des fimigantes :

Ep = 139400 MPa  Ejy = 9580 M Pa
Vig = 0.37 Gf12 = 3450 M Pa

Pour la matrice epoxyde, supposée €lastique linéaotoise, on utilisera les valeurs
numeériques des coefficients matériau suivantes :

E,, = 3450 M Pa Vm = 0.3

La valeur du parametré&’;,, utilisée est choisie arbitrairement en respectant la ntp
G20 < Gr12. On utilisera la valeur :

Gf22 = 2000 M Pa

Pour une proportion de fibres @6%, ces valeurs numériques impliquent les valeurs des
parametres du matériau homogénéisé elastiquaitmésotrope transverse suivantes :

E, =84780 MPa FE, = 5600 M Pa
Vo = 0.34 G12 = 2100 M Pa
G22 = 1660 M Pa

3.3.2 Minimisation localea contraintes fixees

La présentation complete de la minimisation locale efdgcafiée en annexe A. Nous
présentons ici les differentes étapes et les principasultats de la démarche.

La grandeur a minimisey est le double de I'énergie complémentaire locale pluig c
local, ce qui s’écrit dans ce cas dans le repere des fibres :

g=A+B+C
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ou A est le double de I'énergie complémentaire locale assameciComportement tangentiel :

1[Ny N2, v N2, + N2
A= [N N M2 i2 + V51
h [El T RO o0,
1[Ny | N3, V12 Nty
= | S22 9PN Ny o 12
h[E1+E2 BTl

et B est le double de I'énergie complémentaire locale asgogii comportement normal :

h GIQ G22

etC estle terme de colt local :
C =ka

Minimisation locale par rapport a l'orientation a proportion de fibres fixée :

La dérivée de la grandeur locale a minimigguar rapport a lI'orientatiofl se met sous
la forme : 5
a—g = Ay sin(260) + By cos(26) + Cy sin(46) + Dy cos(46)
ou A, et By sont fonctions deV,(Q et des coefficients matériau homogénéisés;yett Dy

sont fonctions deV et des coefficients matériau homogénéisés.

Par mise au carré, I’équaticgg = 0 se met sous la forme d’un polyndme du quatrieme
degré enin(26) oucos(26), et les solutions analytique explicites d’un tel polynéemestent.
Numeériquement, il convient donc de les calculer puis dé&iespour déterminer le minimum
global deg.

Minimisation locale par rapport a la proportion de fibres a orientation fixée :

On se place dans le repere des fibres. Le double de I'ensogiplémentaire locale as-
sociée au comportement tangentiee met sous la forme [62] :

Al + Bloz + 01042

A= h(aEpn + (1 — a)Ep)

ou les parametred, B, etC; sont fonctions deV et des coefficients matériau des fibres et
de la matrice.

On peut, compte tenu de (3.4), écrire le double de I'eéeecgmplémentaire locale as-
sociée au comportement nornfalsous la forme :

1

B
h

[AQ + BQCY]

ou les parametred, et B, sont fonctions d&) et des coefficients matériau des fibres et de
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la matrice.
Le grandeur locale a minimiserse met alors sous la forme :

1 A+ B Ca?
G= AL B+C = A,y LT TIEFTL0

kl
h OzEfl—i-(l—Oz)Em tha

aveck’ =k + 52,
L'expression de)g/0a est alors de la méme forme que celle trouvée dans le cag d'un

membrane en élasticité plane. Le paramétrest désormais un parametre non-constant sur
S car il dépend des efforts normaux. La résolutiomde,, g est alors explicite [62].

3.4 Exemples nunérigues. Cas d'un volet de gouverne
d’Airbus (collaboration LM2S / AIRBUS / ONERA)

Nous présentons dans cette section les résultats nyunesrde I'optimisation de struc-
tures tridimensionnelles académiques renforcées pamuambranes monocouches com-
posites a fibres longues curvilignes de proportion vagiaant de traiter plus en détail
I'exemple industriel d’'un volet de gouverne d’AIRBUS.

3.4.1 Exemple d’'un milieu tridimensionnel avec un renfort nterne

Considérons I'exemple déja introduit dans la sectidn2rappelé dans la figure 3.1. La
loi de comportement homogénéisée du renfort est celsgmtée dans la section 3.3.1 et
nous utilisons les valeurs numériques associées a des tib kevlar et une matrice epoxyde
qui sont définies dans la méme section.

Le parametré du terme de colt est choisi égdl.a S1. La proportion de fibres est auto-
risée a varier entréet(.6. L'épaisseur du renfort valt= 0.01m. Le milieu tridimensionnel
est constitué d’'un matériau elastique linéaire igpérde module d’Yound' = 100 M Pa et
de coefficient de Poissan= 0.3. L'orientation initiale des fibres est choisie suivant la-lo
gueur de la plaque de renfort (direction définie par I'&XeLa proportion initiale de fibres
est choisie égale @412, ce qui correspond a un colt initial et final (c’est-aedilans I'état
optimisé) identiques. Cet état initial correspond auewes des coefficients du matériau or-
thotrope utilisés dans la section 2.5.3.

Les déformées du milieu tridimensionnel et du renfort rplaurépartition optimale de
fibres sont présentées dans la figure 3.2. Les répaditiotiale et optimale de fibres sont
représentées dans la figure 3.3. Pour un co(t total mlemtile critere global diminue de
38% et la compliance diminue dd %. Dans le méme temps, le déplacement tridimensionnel
maximal qui est localisé dans cet exemple aux mémes pdta structure pour les états
initial et optimal dans les coins non-encastrés de la fheggee, passe de7FE — 02m a
3.0E — 02 m, soit une diminution d86%. L'utilisation d’'un critére de rigidité global sur la
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structure aboutit donc dans ce cas a une diminution dwadépient tridimensionnel maximal
du méme ordre de grandeur que celle de la compliance.

Le renfort interne ne se déformant que dans son plan de gastnhétrie du probleme
considéré, seule la rigidité dans le plan de la membrahsadlicitée. En faisant I'hypothése
d’un état de contraintes bidimensionnel au sein du rerdorapproxime ces contraintes par :

oy = N N N
11 h 22 h 12 h
En introduisant trois contraintes limites a ruptute, o, etok, le critere de Hill Tsai s’écrit
en élasticité bidimensionnelle :

2 2 2
o11 022 011022 012
) () o (3) =
<Uﬁ) o3 oR? ot
En utilisant la contrainte limite a rupture des fibn?é la contrainte limite a rupture”® peut
étre approchée par la relation [15] :

Ep+(1-a)E
o — oR (a f1 m)
11 7 o

Les contraintes limites a rupturd’, et 0% sont supposées indépendantes de la proportion
de fibre [15]. Pour un mélange de fibres de kevlar et d’'uneiceaggpoxyde, les valeurs
numeériques utilisées sont [15] :

of =2800 MPa o35 =60MPa ofy =30MPa

Dans I'exemple numérique présenté, la contrainte delddi maximale passe de5>4 a0.29
(voir figure 3.4). Cette diminution a deux causes principale
¢ la diminution du critere énergétique global défini sustructure s’accompagne d’'une
diminution de la valeur des déformations et des contrajnte
e dans le cas du comportement membranaire, I'orientatioimmaye des fibres avec la
direction principale des contraintes associée a la aort& principale maximale en
valeur absolue correspond au minimum du critere de Hili psa rapport a I'angle
d’orientation local du matériau orthotrope.
En conclusion, la maximisation de la rigidité globale auimdoe colt de la structure
implique aussi une diminution du déplacement maximalrnrahsionnel et de la contrainte
de Hill Tsai au sein du renfort interne.

Remarque. Le parangtrek intervenant dans le terme deidpet consiéré fixe lors de cette
minimisation, pondre le cdit global asso@a I'introduction de fibres. Plus ce paragtre est
petit, plus I'algorithme aura tendance ajouter des fibres. Ce ghoneéne a cependant une
limite, la proportion de fibregtant borree : une fois que lesgions fortement sollicées
auront atteint la proportion de fibres maximale, I'ajout dbréis dans les autresgions
moins solliciees n’influencera queés peu la compliance. Un compromis délite trou\e.
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Figure 3.1 — Représentation schématique du milieu tridimensioneefarcé par un pan-
neau interne et des conditions aux limites considérées

(a) Structure tridimensionnelle (b) Renfort interne

Figure 3.2 — Déformée du milieu tridimensionnel avec un renfort ineepour la répartition
de fibres optimale
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Figure 3.4 — Etat de contraintes (Hill Tsai) dans le renfort interne dlieuitridimensionnel
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mum de la contrainte de Hill Tsai pour la répartition de fibirgtiale)
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Une premere approche consiste modifier ce paramtre £ a chaque iération pour sa-
tisfaire a une contrainte sur la quanétde fibres totalei( est alors considré comme un
multiplicateur de Lagrange). Une telle approche est uidiglans le cadre de I'optimisation
topologique dans [1].

Une deuw@me approche estéde au fait qu’il existe une éthode heuristique pour sa-
tisfaire indirectement, lors de la maximisation de la rigé&lglobale de la structurey une
contrainte de type critre de rupture. En effe§ partir d’'un état optimi& obtenu pour une
certaine valeur du paragtre k. du terme de cit, la diminution de la valeur de ce paratne
entraine une augmentation globale de la quaatie fibres et gréralement une diminution
de la contrainte de Hill Tsai maximale dangtat optimi& au sein du renfort. Plusieurs op-
timisations successives peuvent alors permettre d’obter distribution de fibres optimale
pour laquelle la contrainte de Hill Tsai maximale es@n&urea une valeur don@e (0.9 par
exemple).

3.4.2 Exemple d'un assemblage de plagues composites

Considérons maintenant un milieu tridimensionnel gétsmuement identique a celui
de la section précédente, renforcé par un panneau @tarais aussi par cing panneaux
externes qui couvrent alors toute la frontiere extéeadw milieu tridimensionnel (excepté
la face sur laquelle sontimposées les conditions auxds@h déplacements). Cette structure
est représentée sur la figure 3.5.

La loi de comportement homogénéisée du renfort est pefigentée dans la section 3.3.1
et nous utilisons les valeurs numériques associées dilites de kevlar et une matrice
epoxyde qui sont définies dans la méme section.

Le parametre: du terme de colt est choisi égab®8 SI. La proportion de fibres est
autorisée a varier enti@ et 0.6. Tous les renforts sont supposés avoir la méme épaisseur
h = 0.01 m. Le milieu tridimensionnel est constitué d’un matérgastique linéaire isotrope
de module d’YoungZ = 10 M Pa et de coefficient de Poissen= 0.3. L'orientation initiale
des fibres est choisie suivant la longueur de la structurediion de I'axeY”). Pour le renfort
du bout (contenu dans un plahy), les fibres sont orientées suivant I'aXe La proportion
initiale de fibres est choisie constante dans tous les srdbégale 82%, ce qui correspond
a I'égalité entre le colt initial et le colt final (c’eatdire pour la répartition optimale des
fibres).

Les déformées du milieu tridimensionnel et du renforine pour la répartition optimale
de fibres sont présentées dans la figure 3.6. Les répagitiptimales de fibres dans chaque
renfort sont représentées dans la figure 3.7. Pour untotdltidentique, le critere global
diminue de56% et la compliance diminue d&%. Dans le méme temps, le déplacement
tridimensionnel maximal passe @8F — 02 a 1.5F — 02, soit une diminution d&5%.
L'utilisation d’un critere de rigidité global sur la sttture aboutit encore dans ce cas a une
diminution du déplacement tridimensionnel maximal dumeérdre de grandeur que celle
de la compliance.
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6 plaques
composite

Figure 3.5 — Représentation schématique du milieu tridimensioneefarcé par un pan-
neau interne et cing panneaux externes

(a) Structure tridimensionnelle (b) Renfort interne

Figure 3.6 — Déformée du milieu tridimensionnel entierement renéopour la répartition
de fibres optimale
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Figure 3.8 — Modele éléments finis d’un aileron de gouverne d’Airbgsaphique autorisé
a reproduction par Airbus)

3.4.3 Exemple d’'un volet de gouverne d’Airbus

Apres ces exemples académiques, nous considérons die taptimisation de I'aileron
de gouverne d’Airbus dont un modele éléments finis estgmté dans la figure 3.8 (autori-
sation Airbus).

Ce volet de gouverne est un assemblage de plagues en materigoosite. Il est
constituée de deux panneaux composites, I'extradoswtdtos, et de nombreux panneaux
composites internes. Au bord de fuite, une liaison encasne est réalisée par rivetage et
au bord d’attaque un systeme complexe de conditions autebrast réalisé par un ensemble
de longerons en matériaux métalliques.

Dans la pratique, les plaques composites sont des statififticouches avec une zone
interne en nid d’abeille. Dans 'optique de définir les tlmgdes de solutions techniques dans
la phase de préconception optimales au sens de la maxionisk la rigidité globale de
la structure au moindre poids, nous allons a nouveau cergidies plagues monocouches
a fibres longues curvilignes de proportion variable. Ceixlpermet en effet de conclure
sur plusieurs aspects techniques. Tout d’abord, aux eésdies plaques ou la proportion
optimale de fibres est tres faible, voire nulle, il peue&tonsidéré de créer des trous au sein
de ces plaques. Ensuite, les zones les plus fortementitgala@pparaissent clairement dans
la répartition optimale des fibres, et I'orientation opdide la rigidité locale du matériau
composite constituant la piece a concevoir est clairemefinie par I'orientation des fibres
optimale obtenue. Le passage de cette répartition opgines fibres en terme d’orientation
et de proportion des fibres au design optimal du matériayosite qui constituera la piece
a concevoir devient alors un probleme de conception gititdoir compte des nombreux
autres criteres et parametres que l'algorithme d’ogation ne prend pas en compte.

On pourrait penser aussi faire une étude utilisant desyggtras d’optimisation distribués
de type épaisseurs relatives des plis et épaisseur taekble pour coller un peu plus au
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type de réalisation réelle de ces panneaux. Néeanmeihg ¢ d’'information sur la topologie
de la structure a considérer comme solution techniquenpielle que I'on pourrait obtenir
a partir de ce parametrage restera limité par le petitbrerde criteres et de parametres qui
sont pris en compte dans cette optimisation. De plus lesszi@seplus sollicitées (avec les
orientations optimales du matériau composite consjd@paraitraient de maniere similaire
et les informations tirées de ce type de calcul seraient @émentype que celle obtenue en
considérant I'orientation et la proportion des fibres carparametres.

Dans la structure considérée, une sous-structure é Batitention des ingénieurs d’Air-
bus en terme de conception optimale : les renforts interaeed volets de gouverne. L'ob-
jectif des exemples numériques suivants est de détermaingpartition optimale de fibres de
proportion variable au sein d’une nervure interne. La @otatique de modélisation est alors
la suivante : quelle sous-structure de I'aileron incluanmiérvure étudiée est représentative
du chargement appliqué a cette nervure ? Ce chargempenhddien évidemment du char-
gement extérieur en efforts et en déplacements impgsé&ap au volet de gouverne, mais
aussi de la déformée de la structure complete aux Emegide la sous-structure a définir.

Des nombreux cas de charges applicables au volet de gouverag considérons le
plus simple lié au chargement aérodynamique qui seraetis&par une répartition d’'un
champ de pression sur la face supérieure du volet, I'eardéour ne tenir compte que des
portions de volet en matériau composite, nous supposankeguenforts internes sont liés a
des longerons (qui sont eux-mémes reliés a 'aile) fimgéables. Ces longerons constituent
alors le bati.

Le modeéle le plus simple que I'on peut considérer consiftes en une modélisation
bidimensionnelle du renfort interne, sous I'hypothése tpichargement de pression sur
le volet de gouverne induise une déformée plane de centefette modélisation aboutit
alors a un probleme de réféerence bidimensionnel, et nous placons sous I'hypothese des
contraintes planes. Ce type d’approche déja préseiatés [62], est tout d’abord utilisée en
considérant une géométrie réaliste d'une nervurenetePour prendre en compte les effets
structuraux du volet de gouverne, il est ensuite considag sous-structure du volet de gou-
verne qui tient compte d’une partie d’extrados (face siepee chargée aérodynamiquement)
et d'une partie d’intrados. Cette étude mettra en éviddimfluence des effets structuraux
sur le design optimal et une topologie de solution technigieenfort interne intéressante
pour Airbus.

Cas d'un modele membranaire bidimensionnel

On se place dans le cadre de I'élasticité bidimensioasellis I'hypothese des contraintes
planes. La loi de comportement homogénéisée de la nentilisée est la partie plane de la
loi de comportement présentée dans la section 3.3.1. Mgisons les valeurs numériques
associées a des fibres de kevlar et a une matrice epoxyderguéfinies dans la méme sec-
tion. La description schématique de la nervure et des tiondiaux limites qui lui sont ap-
pliquées sont représentées dans la figure 3.9. Le chargeta pression sur le bord supérieur
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est linéairement décroissant et est deux fois plus inapbdu bord d’attaque qu’au bord de
fuite. Les déplacements de 6 points internes du maillageisgposés nuls (ces points sont
schématiquement indiqués par les croix).

Le parametre: du terme de colt est choisi égab&1S1. La proportion de fibres est
autorisée a varier entfeet(.6. L'orientation initiale des fibres est choisie suivant leedtion
X. La proportion initiale de fibres est choisie égale®, ce qui correspond a un codt initial
et final (c’est-a-dire dans I'état optimisé) identiques

La déformée optimale de la nervure est présentée ddigsite 3.10 et la répartition opti-
male de fibres dans la figure 3.11. Pour un codt total ideatitquns I'état initial et dans I'état
optimal, le critére global diminue d&% et la compliance dé8%. Dans le méme temps,
le déplacement maximal qui est localisé au méme poinaddructure pour I'état initial et
I'état optimal, diminue de&52%. L'utilisation d’un critere basé sur la rigidité gloteatie la
structure aboutit donc dans ce cas a une diminution dwadépient maximal du méme ordre
de grandeur que celle de la compliance. La répartitionnogd8 de fibres donne plusieurs
indices sur la topologie de la nervure a concevoir :

1. Il est nécessaire d’avoir un renforcement longitudi@ébng de I'extrados et de l'intra-
dos.

2. La partie d’attache est fortement sollicitée, et notamnen cisaillement a mi-distance
de I'extrados et de l'intrados.

3. Dans une optique de diminution du poids, il serait irdéaat de considérer une nervure
interne avec un trou dans la zone non-fibrée car cette zopartieipe pas a la rigidité
globale de la nervure.

Cas d’une sous-structurea trois nervures

Pour tenir compte des effets structuraux sur le design @pbtile la nervure interne, nous
considérons une sous-structure constituée de troisiresyvLa description schématique de
cette sous-structure du volet de gouverne et des conddipnbmites qui lui sont appliquées
est présentée dans la figure 3.12. Cet assemblage de plagu@osites est constitué de 5
plaques composites (3 nervures, I'extrados et I'intraddg)bord de fuite, un milieu tridi-
mensionnel rigide modélise la liaison encastrement asuar rivetage sur la structure réelle
entre I'extrados, I'intrados et les nervures aux endraitsltes sont présentes. Le chargement
de pression sur I'extrados (face supérieure) est constiarant la directiorl” et linéairement
décroissant suivant la directio¥i. La valeur de la pression est prise deux fois plus grande
sur le bord d’attaque que sur le bord de fuite. Les 3 nervusesIpposées encastrées sur
un bati rigide en 6 points par nervure ou les déplacenmsmisimposés nuls (ces points sont
représentés par des croix dans le schéma).

La loi de comportement homogénéisée dans les renfartetie présentée dans la sec-
tion 3.3.1 dans le cadre de la modélisation par des membraver effort normal. Nous
considérons des fibres de kevlar et une matrice epoxydele®parametres matériau sont
définis dans la méme section.
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Figure 3.9 — Représentation schématique d’'une nervure internestitailmodélisé dans le
cadre de I'élasticité bidimensionnelle
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Figure 3.10 — Déformée de la nervure pour la répartition de fibres ogkinfModele 2D)
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Figure 3.11 — Répartition de fibres optimale pour le modele bidimens@mle la nervure
('échelle correspond a la proportion de fibres)
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Le parametre: du terme de colt est choisi égab&2S17. La proportion de fibres est
autorisée a varier enti@ et 0.6. Tous les renforts sont supposés avoir la méme épaisseur
h = 0.01m. Le milieu tridimensionnel est constitué d’'un matéreastique linéaire isotrope
de module d’YoungZ = 10 M Pa et de coefficient de Poissen= 0.3. L'orientation initiale
des fibres est choisie suivant la directi@ndans tous les renforts. La proportion initiale de
fibres est choisie constante dans tous les renforts et @gale, ce qui correspond a I'égalité
entre le colt initial et le codt final (c’est-a-dire poarrkpartition optimale des fibres).

Les déformées optimales de cette sous-structure du gelgbuverne et du renfort in-
terne sont présentées dans la figure 3.13. Pour un callidentique a I'état initial et a I'état
optimal, le critére global diminue de9% et la compliance d€0%. Cette diminution de
compliance est plus précisément le résultat de la dittanwe15% du double de I'énergie
complémentaire associée aux membranes ébifede celle associée aux milieux tridimen-
sionnels (remplissage et longeron du bord de fuite). Damséme temps, le déplacement
maximal tridimensionnel qui est localisé au méme pointadgtructure pour I'état initial et
I'état final, diminue del 7%. L'utilisation d’un critere basé sur la rigidité gloleatle la struc-
ture aboutit donc dans ce cas a une diminution du déplatemd@mensionnel maximal du
méme ordre de grandeur que celle de la compliance.

La répartition optimale de fibres dans le renfort interngpessentée dans la figure 3.14.
Elle montre clairement la nécessité de renfort au nivaabatd encastré. L'orientation a
+45° des fibres a mi-distance de I'extrados et de l'intradosréssortir la sollicitation en
cisaillement dans cette zone. La répartition longituldirtes fibres le long de I'extrados et
de l'intrados est encore présente et fait ressortir lees&te de renforcement longitudinal
dans ces zones. La zone non-fibrée, qui s'interprete danadre de la conception de la
nervure comme la possibilité de la création d’'un trou,oette fois-ci moins étendue que
dans le cas du modele bidimensionnel, et plus proche dudmidite. Les fibres en forte
proportion et orientées &° font ressortir la nécessité de renfort dans cette zoneodad b
de fuite liee a la présence du longeron tridimensionnehepdélise la liaison encastrement
présente dans le volet de gouverne réel. La répartitpamale des fibres dans les renforts
latéraux présentée dans la figure 3.15 est tres prockelldede renfort interne. On percoit
juste un renforcement supplémentaire dans la zone cerdtales fibres sont orientees a
45°. 1l est d0 aux efforts normaux dans ces renforts latérauxng sont pas présents dans
le renfort interne de par la symétrie du probleme (gé&oméet chargement). Les répartitions
de fibres dans I'extrados et I'intrados sont présentémps ks figures 3.16 et 3.17. Elles sont
tres voisines et possedent deux fortes caractéristique

¢ les fibres sont orientées de maniere rectiligne dans ketsend d’attaque/bord de fuite.

e La proportion de fibres est maximale dans 'ensemble de aesr@aforts.

Ces résultats montrent que I'extrados et l'intrados sestghnneaux composites tres solli-
cités dans leur ensemble, contrairement aux renfortei@sgpour lesquels I'introduction de
trous est concevable. La raison de ceci est la préponcedml’effort normal dans I'état de
contraintes local dans I'ensemble de I'extrados et derfiohbs, alors que I'état de contraintes
dans les nervures est principalement plan.
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Figure 3.12 — Représentation schématique d’une sous-structureeddaltridimensionnelle
avec un renfort interne (nervure) et 4 renforts externes(2ures latérales, extrados, intra-
dos)
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formée de la sous-structure tridimensionnelle

é

(&) D

Y

(c) Déformée de la nervure interne

(b) Autre vue de la déformée de la sous-

structure tridimensionnelle

Figure 3.13 — Déformée de la sous-structure tridimensionnelle dfaitepour la répartition

de fibres optimale
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Figure 3.14 — Répartition de fibres optimale dans le renfort interne dedas-structure
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de la nervure latérale
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(a) Nervure latérale

Figure 3.15 — Répartition de fibres optimale dans le renfort latéraledsdus-structure d'ai-

leron
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Figure 3.16 — Répartition de fibres optimale dans I'extrados (renfoergé)
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Figure 3.17 — Répartition de fibres optimale dans I'intrados (renfoféireur)
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3.5 Optimisation de la position des renforts

3.5.1 CompEmentarité avec l'optimisationa parametres distribués

Dans la section précédente, une sous-structure d’'uronite gouverne d’Airbus a été
modeélisée par un milieu tridimensionnel élastique dleléerigidité renforcé par des plaques
internes et externes, et optimisée vis-a-vis du compuwate local des panneaux composites
a fibres longues en utilisant des parametres d’optintisataractérisant des fibres longues
curvilignes de proportion variable. Cela a permis de dgiteer des topologies de conception
optimales pour les renforts internes de cet aileron.

Si I'on considere I'aileron de gouverne dans son ensencelite démarche est toujours
applicable mais d’autres problématiques de conceptiparassent. Notamment, le nombre
ou la position de ces renforts internes vis-a-vis des zdistache, et la position méme de
ces zones d'attache représentent un probleme d’optilmisgeomeétrique crucial en terme
de rigidité et de poids.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons hliépr@de I'optimisation de la
position des renforts internes et des zones d’attache. jiposant que les lois de comporte-
ment du milieu 3D et des renforts sont connues fixées, leeteatlassemblage de plaques
développé au chapitre 2 s’avere étre un outil adajgtetitpe de probleme.

3.5.2 Algorithme d’optimisation

Nous nous intéressons a l'optimisation d’'une structunefenction de parametres
géomeétriques scalaires, notés supposés bornéss; € [z; ;z]. Le terme de colt est sup-
posé étre indépendant des parametres géométrigeiesitereG(z;) & minimiser se résume
donc a la compliance. On suppose que les contraintes spalametres; sont linéaires. Le

probleme d’optimisation s’écrit alors :

min G(x) = min / fudV + | FaudS (x=(21,..,2,)7)
€ €T Q

1N

g; - ;T — bj 2 0 (j = ]_, ...,7")

Pour résoudre ce probleme nous utiliserons un algorittiengrogrammation mathématique
classique : la méthode du gradient projeté (voir par exerf§9][36]). Cette méthode, cas
particulier des algorithmes dits "de descente”, consigiénérer une suitel®, ), ... ®*)
telle queG (z**1) < G(x®) en définissant* ) sous la forme :

c*+) = 2™ 4 od (3.5)

ou d est une direction de descente admissible. Pour étre uaetidin de descente, c’est-
a-dire qu'il existea > 0 tel queG(z**V) < G(z™), la directiond doit satisfaire la
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condition :
VG (") Td < 0

Pour étre admissible, c’est-a-dire que le déplaceménast cette direction ne viole pas les
p contraintes actives des que> 0, la directiond doit satisfaire les conditions :

vQ](m(k))Td > 0 ) ] = 17 =P

Introduisons la matricéV dont les colonnes sont les vecteSfg; (z*)) des contraintes
actives, c'est-a-dire des contraintes telles g{}(e(’”):o. On suppose que ces vecteurs sont
linéairement indépendants.

La démarche suivie par l'algorithme consiste, a chag@eation, a projeter le
déplacement sur la frontiere du domaine définie par ledgsicontraintes actives en utili-
sant la direction de plus grande pente possible. A l'itérak, *+ est cherché sous la
forme (3.5). On cherche donc une direction de descenteagifie’ N'd = 0, c’est-a-dire
qui vérifie Vg;(z®)Td = 0 pour toutes les contraintes actives. Pour I'obtenir de fuue
pente possible, on peut alors la choisir comme solution dblpme d’optimisation suivant :

mﬂ}n VG (") "d
NTd =0
d'd=1

La solution de ce probleme adt= ﬁ ouy s’écrit :

g = —PVG(a&®) = ~(1u — NIN'NJ7'NT)VG(2®)

La convergence de l'algorithme est détectée lorsquededitions nécessaires d’optimalité
de Kuhn Tucker sont vérifiees. Ces conditions s’écrivamis la forme : toutes les com-
posantes du vectex = [NTN]|"'NTVG(x®) sont positives ou nulles. Une condition
nécessaire a la vérification de ces conditions est quérdatibn de recherche admissible
—PVG(z™®) soit nulle.

L'algorithme du gradient projeté s’écrit :
1. Choisirz®

2. Etapek :
Déterminer les contraintes activg@ (j=1,...,p) associées a®.
Déterminer\.

3. Déterminer? = 1,,, — N[NTN]INT
Déterminers®) = —PVG(z™®)
4. Sis®) £0:

Déterminerx,,,,., valeur dexr qui active une nouvelle contrainte.
Déterminer® qui vérifie :  minaea,...) G(@® + as®)
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kD) = k) 4 k) g(k)
k < k + 1, retourner en 2.
Sis) =0:
DéterminetA = [NTN]"'NTVG (z™)
Si\; >0 Viell,..,p] — lesconditions de Kuhn Tucker sont vérifiees. FIN.
Sinon : soit\; la composante la plus négative dle
Enlever la:*™* colonne deV.
Retourner en 3.

Pour obtenir la valeuty,,,, a I'étape 4, on détermine les valeurg®” qui activent les
differentes contraintes non encore actives, ce qui’écr

(k)
maxr __ a’jixi - bj H (k)
Ogajgaj =% Sl ajis;” <0
QjiS5;
Si aj,-sg’“> > 0, il "y a pas de condition sux associée a la contrainjec,,,,, est alors défini
par :

max)

QUmaz = Min(a;

Enfin, & I'etape 4, dans le cas st = 0 et oul il existe au moins une composante du vec-
teur strictement négative, il est possible de montrer que la@ieidirection- PV G (z*)),
calculée avec la nouvelle matri¢é obtenue par la suppression de la colonne associée a la
valeur de); la plus négative, est non nulle et est une direction de dése@amissible.

3.6 Exemples nungriques

3.6.1 ProbEmatiques de conception

Dans la phase de conception de I'aileron de gouverne d’Aidhwisi comme structure
industrielle test, differentes problématiques de ceptioa relatives a la position de renforts
internes se posent. Elles sont liees aux types de consliiar limites en déplacements
imposeés.

Cet aileron, dont un modele élément fini est présentes da figure 3.8 (autorisation
Airbus), est constitué de deux panneaux compositesréidgs et I'intrados, et de nombreux
panneaux composites internes. Au bord de fuite, une liadsmastrement est réalisée par
rivetage. Au bord d’attaque, les renforts internes somsfigir des longerons en matériaux
métalliques sur lesquels sont attachés deux vérinsia eledroits differents. Dans le cadre
de la modélisation de l'aileron, ces zones d’attache paudtee vues comme des zones sur
lesquelles sont imposés des déplacements connus. Depigzones d’attache de bras de
palier impliquent cinq zones a déplacements imposéssuwiles longerons.

Une premiére problématique de conception est définieippasant que les positions des
zones d’attache, sur lesquelles sont imposées les comgliiux limites en déplacements,
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sont fixées par des considérations indépendantes anteption de l'aileron de gouverne.
Les positions optimales des renforts sont alors a détennai zones d’attache fixées.

Une deuxieme problématique est définie en supposaet foestci que les positions des
zones d’attache peuvent aussi étre modifiées, en plusmpiesidon des renforts, lors de la
conception de I'aileron de gouverne. Les positions op&@sdks renforts ainsi que des zones
d’attache sont alors a déterminer.

Dans une troisieme problématique, on cherche a débemtiinfluence sur les positions
optimales des renforts internes des longerons métafliguelesquels sont fixés ces renforts.

Il est bien évident que les deux premieres probléemasiquezivent étre a considérer si-
multanément, et qu’elles sont fortement liees a la ioie. Dans une premiere approche du
probléeme, nous allons considérer successivement csspir@blématiques sur un exemple
académique a deux renforts internes pour clairementenattévidence leur influence sur la
conception optimale en terme de positions des renfortenese

3.6.2 Description de la structure acaémique test

Pour modeéliser un assemblage de plaques, on utilise aeaaue modele d’un milieu
tridimensionnel de faible rigidité renforcé par des psawx internes et externes décrit au
chapitre 2. En utilisant cette modélisation, la strucaradémique test est présentée dans la
figure 3.18. Elle est constituée d’'un milieu tridimensiehrenforcé par 5 panneaux externes
et 2 panneaux internes. Sur la face externe non renforesecahditions aux limites en
déplacements de deux types seront appliquées (voir fgyusy :

e déplacements imposés a zéro sur toute la face (encesiie

e déplacements imposés a zéro sur deux zones étroitadatme (zones d’attache)

Sur la face supérieure est appliquée un chargement gpréaorthogonal, soit constant, soit
linéairement décroissant (voir figure 3.20).

Quatre cas sont donc envisageables :
e cas de I'encastrement avec chargement constant,
e cas de I'encastrement avec chargement variable,
e cas de zones d'attache avec chargement constant,
e cas de zones d’attache avec chargement variable.

3.6.3 Paranetres et contraintes d’optimisation

On s’intéresse a I'optimisation de la position des deufads internes de la structure
académique test préceédemment décrite. Les deux pamresrgeomeétriques, et z, choisis
sont les distances de renforts internes a un des deux tetdtaraux (voir figure 3.21).
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2 renforts internes

5 renforts externes

z

L.

T

Face non renforcée

Figure 3.18 — Représentation schématique de la structure acadénggue

iy

(a) Description des conditions aux limites de type (b) Description des conditions aux limites de
"encastrement” type zones d'attache

Figure 3.19 — Conditions aux limites en déplacements

(a) Description du chargement constant (b) Description du chargement variable

Figure 3.20 — Conditions aux limites en efforts

: L.

Tl,y E
x Ty ! ! :
a Ly j

Figure 3.21 — Définition des parametres d’optimisation caractétisaposition des renforts
internes
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Les contraintes d’optimisation associées a ces rergortschoisies sous la forme :

maxr

min mazx
ry " S S 3y
min
Ty " S T S Ty

On peut par exemple choisir

min __ _.min __ mar __ _.mar __
" =a5"" =10 " =y =L,
ou bien
min __ maxr __ _min __ T mar __

ou tout autre combinaison telle que

0< :UT’” <z < L, 0< xg”” <y < L,

3.6.4 Mise en oeuvre nurarique

Tous les exemples numériques présentés dans la suitgtdesection utilisent le modele
de renforts membranaires et sa mise en ceuvre numériquiésddans la section 2.5. Le
maillage utilisé est régulier et compié, = 24 éléments suivant la direction, N, = 16
suivant la directiony et N, = 8 suivant la directiorz. Ce maillage est identique pour tout
jeu de valeurs de positions des renforts. Cela implique gsi&driations des positions des
renforts s’effectuent de maniere discontinue avepaségal ag—z. Dans la suite, on parlera
de la position des renforts en terme de nombre de pas. Capopeseront noteed; et N,.

Le calcul du gradient du critere est effectué par diffiees finies centrées. Il nécessite
donc 4 calculs par éléments finis pour détermeN, —1, N»), G(N1+1, Ny), G(Ny, No—
1), G(Ny, Ny + 1) (si Ny = N, seuls 2 calculs par éléments finis sont nécessaireguét v

b

VG(Ny, Ny) = <G(N1 +1,N,) — G(N, —1,Ny) G(Ny, Ny +1) — G(Ny, Ny — 1)>T

2pas 2pas

Le calcul par éléments finis a été implémenté uniqudrdans lescas o< N; < N, — 1
etl < N, < N, — 1. Le calcul du gradient par differences finies centreesosemlonc que :

2< N, <N, -2 2< Ny <N, -2

Pour pouvoir calculer le gradient du critere pous N; < N, et0 < N, < N,, il faudrait
implémenter le calcul par €léements finis dans leséas- 0, N, = 0, N; = N, N, = N,

et utiliser un calcul du gradient par differences finies wentrées. Il s’est avéré que ces
développements numériques ne sont pas étre nécesdagesolutions optimales obtenues
dans tous les exemples traités ne saturant aucune deaintegr L'algorithme du gradient
projeté est toutefois nécessaire, car les chemins quitis obtenir ces solutions optimales
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saturent quelques fois certaines des contraintes.

La recherche directionnelle est effectuée pas a pas. Ematgsant la direction de des-
cente admissible*), on isole la coordonnée de ce vecteur maximale en valeohahpar
exemplesgk). On notesign la fonction signedign(z) = +1siz > 0, sign(z) = —1siz < 0)
etINT la fonction partie entiere. On définit la fonction "entlerplus proche’NINT par :

INT(z + 0.5) si >0

NINT(z) =
(@) {INT(x—0.5) si z<0

Le critere est alors calculé pour le jeu de paramé&ths IV;) définis par :

N =N, +psign(s§k>)

k
B

(*)
N = Ny + NINT (p % )

SiG(p+1) < G(p), onitére. SIG(p + 1) > G(p), la recherche directionnelle est terminée
et le jeu de valeurs solution de la minimisation directidienest(NV| (p), N5(p)).

Tous les exemples présentés dans la suite utilisent ldgezontraintes d’inégalité sui-
vant :

Ny > 2
Ny <N, -2
Ny > 2
Ny, < N, -2

3.6.5 Optimisation de la position des renforts dans le cas d®nes d’at-
tache fixees

Dans cette section, on s’intéresse a la premiere pnudtigue de conception : déterminer
les positions optimales des renforts avec des position®deszd’attache fixées. Les deux
zones d’attache sont de longueur 2 (suivant la directipret leur centre se trouve en po-
sitions 6 et 18, ce qui correspond au quart et aux trois quigrt® longueur totale (voir
figure 3.22).

Pour le chargement constant, difféerentes positionsiesisont considérées. Les résultats
de I'optimisation sont présentés dans le tableau 3.L, averitere normé a 1 pour la position
optimale obtenue dans la premiéere colonne. Les résuttatgrent qu’'il existe plusieurs
minimums locaux pour lesquels les positions des deux ren$ont alignées sur les positions
des zones d’attache. Un minimum est obtenu aux position§7 lersque la position initiale
répartit les deux renforts dans les deux moitiés de laira (voir figure 3.23(a)). Un autre
minimum local est obtenu lorsque la position initiale plée® deux renforts dans la méme
moitié de la structure. La position optimale obtenue aigiors les deux renforts avec la
zone d’attache de cette moitié de structure. On observéaquadeur du critere est plus faible
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0 5

Figure 3.22 — Positions des zones d’attache supposées fixées

7

17 19

0 7 17 24

(a) Pour un chargement constant

24

2 7

24

(b) Pour un chargement variable

Figure 3.23 — Positions optimales des renforts dans le cas de zonesdfiattixées

Tableau 3.1 —Positions optimales obtenues en fonction de la positidialaipour un char-

gement constant
Position initiale( Ny, No) | (3,21) | (3,11) | (6,11) | (3,10) | (6,10) | (3,4)
Position optimale (7,17) | (7,17) | (7,17) | (7,5) | (7,5) | (5,7)
Critere optimal 1.00 1.00 1.00 1.01 1.01 1.01

Tableau 3.2 —Positions optimales obtenues en fonction de la positidialaipour un char-

gement variable
Position initiale(Ny, N;) | (4,5) | (3,13) | (9,13) | (10,14) | (3,21) | (15,21) | (20, 21)
Position optimale (5,7) | (5,7) | (5,7) | (5,17) | (5,17) | (17,17) | (17,17)
Critere optimal 1.00 1.00 1.00 1.03 1.03 1.15 1.15
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dans le cas ou chaque renfort est aligné avec une zonaahatjue dans le cas ou les deux
renforts sont alignés sur la méme zone d’attache.

Pour le chargement variable, les résultats de I'optinogasont présentés dans le ta-
bleau 3.2, avec un critere normélgour la position optimale obtenue dans la premiere
colonne. On observe que differents minimums locaux sotgrats en fonction de la proxi-
mité des positions initiales avec les zones d’attache. it Ile minimum global (positions
5 et 7, voir figure 3.23(b)) pour les deux renforts alignéscda zone d’attache située du coté
le plus chargé de la structure, un minimum local (positibret 17) pour un renfort aligné
avec chacune des zones d’attache et un autre minimum lazsitigms 17 et 17) pour les
deux renforts alignés avec la zone d’attache située thulednoins chargé de la structure.

En conclusion, le probleme d’optimisation de la positi@s denforts a zones d’attache
fixées conduit a I'existence de minimums locaux pour lesgjles renforts sont alignés avec
les differentes zones d’attache. Plus le nombre de renébrtie zones d’attache sera élevé,
plus le nombre de minimums locaux sera grand.

3.6.6 Optimisation de la position des renforts dans le cas d®nes d’at-
tache variables

On s’intéresse maintenant a la deuxieme problématitgueonception : déterminer les
positions optimales des renforts internes et des zonetadhe. On considere toujours 2
zones d’attache de longueur 2 (suivant la directipnCompte tenu des résultats de la sec-
tion précédente, on se place dans le cas ou les positemgahes d’attache sont liees aux
positions des renforts internes. On se limite donc toujaudsux parametres d’optimisation
qui sontles positions des couples renfort interne/zongedt’ae, chaque renfort étant supposé
situé au centre de la zone d’'attache associée.

Pour les chargements constant et variable, les positiotisnalps obtenues sont
indépendantes de la position initiale choisie. Dans ledtagshargement constant, le mi-
nimum est obtenu pour les positiofts 18) (voir figure 3.24(a)), ce qui correspond §Let
aux% de la longueur.,. Dans le cas du chargement variable, un décalage verdddeco
plus chargé de la structure se produit : le minimum est abper les position§d, 14) (voir
figure 3.24(b)). En effectuant une minimisation a zones$tache fixees dans cette position
(4,14), difféerents minimums locaux existent. lIs correspondenn alignement des renforts
internes sur les zones d’attache, le minimum global cooedant a un renfort aligné sur
chaque zone d’attache.

Le parametrage qui associe la position d’'une zone d’attagkc un renfort interne per-
met donc de lever les problemes liés a I'existence demumis locaux, ce qui peut s’avérer
tres utile si le nombre de renforts et de zones d’attachenantg.



3.6. EXEMPLES NUMERIQUES

93

0 6 18 24 0 4 14 24

(a) Pour un chargement constant (b) Pour un chargement variable

Figure 3.24 — Positions optimales des renforts dans le cas de zonesdiatt@riables

0 8 16 24 0 4 8 24

(a) Pour un chargement constant (b) Pour un chargement variable

Figure 3.25 — Positions optimales des renforts dans le cas de I'encastrem
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3.6.7 Optimisation de la position des renforts dans le cas dencastre-
ment

On considere maintenant la troisieme problématiquecthe@ption : évaluer I'influence
sur la position optimale des renforts internes des longemt#talliques sur lesquels sont fixés
ces renforts. Le cas limite associé a cette probléemeatapi celui de longerons infiniment
rigides et donc indéformables. Ce cas peut étre maalelsconsidérant que la zone non
renforcée est complétement liée a un longeron et en paapt un déplacement nul (ce qui
correspond a la condition aux limites de type "encastraimeair figure 3.19(a)).

Pour les chargements constant et variable, les positiotisnalps obtenues sont
indépendantes de la position initiale choisie. Dans ledtagshargement constant, le mi-
nimum est obtenu pour les positio(ts 16) (voir figure 3.25(a)), ce qui correspond auet
aux% de la longueut.,. Par rapport au cas étudié dans la section précédemtehserve
un resserrement des renforts internes. Dans le cas du omemg&ariable, le minimum est
obtenu pour les positiorid, 8) (voir figure 3.25(b)). Par rapport au cas étudié dans lasec
précédente, on observe un déplacement du deuxiemerreefs la zone située du coteé le
plus chargé de la structure.

Ces deux évolutions des positions optimales sont liekscaroissement de la rigidité
structurale apportée par la condition aux limites de aé&gients imposés nuls sur toute la
face non renforcée.

3.6.8 Discussion

En considérant des positions de renforts découpléeeslless des zones d’attache, les
résultats de la section 3.6.5 laissent apparaitre lalgesxistence de multiples minimums
locaux et la tendance a l'alignement des zones d’attaclie®trenforts internes. En as-
sociant la position des zones d’attache a celle de reniuesnes, les résultats de la sec-
tion 3.6.6 laissent apparaitre la possible diminution dmbre de minimums locaux. De
plus, les résultats de la section 3.6.7 montrent que l'amfbe de la rigidité des longerons ne
peut étre négligée.

L'algorithme du gradient projeté ne permettant pas simglet ou systématiquement de
trouver le minimum global dans le cas ou de multiples mimmsudocaux existent, il est utile
de recourir a des formulations de problemes d’optimisatjui minimisent le nombre de
minimums locaux. Dans le cadre de I'optimisation de la posities renforts internes et des
zones d’attache de l'aileron de gouverne d’Airbus, unecsting potentiellement proche de
la structure optimale peut donc étre recherchée de manignériquement efficace a l'aide
de l'algorithme du gradient projeté, en utilisant un mledgui prend en compte la rigidité
des longerons et qui associe la position de chaque zonachatt celle d’'un renfort interne.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi differentes regéesomception lieées aux renforts
internes d’un volet de gouverne d’Airbus qui sont optimaassens de la maximisation de
la rigidité globale au moindre codt.

Tout d’abord, I'algorithme d’optimisation a parametaistribués décrit au chapitre 1 a
eté appliqué sur cet exemple a caractere industeelplet de gouverne d’Airbus, a l'aide
du modele d’'assemblage de plaques composites dévetppbapitre 2. En considérant
une sous-structure représentative du chargement apigu renfort interne, la répartition
optimale des fibres et de la matrice du matériau compogiigaLd eté déterminée en utilisant
des panneaux composites monocouches a fibres longuebgneside proportion variable.
Ces résultats nous ont permis de définir des regles deeptinon optimales au sens de la
maximisation de la rigidité globale au moindre colt emtede répartition de fibres qui sont
transposables a d’autres familles de panneaux compogaegxemple multicouches ou a
fibres rectilignes.

Ensuite, la problématique du positionnement optimal @éedorts internes du volet de
gouverne a été étudié a l'aide I'algorithme du gratliprojeté en utilisant a nouveau le
modele d’assemblage de plaques composites dévelopgaaiire 2. On a mis en évidence,
sur un exemple académique, un choix de parametres d’'igatilon qui permet de lever les
difficultés liees a I'existence possible de nombreuximims locaux. Cette démarche d’op-
timisation reste a étre appliquée sur I'exemple du viddsgouverne d’Airbus pour déterminer
des regles de conception optimales au sens de la maxiomgtila rigidité globale en terme
de positionnement des renforts.






Chapitre 4

Optimisation structurale basee sur la
compliance enelasticite non-lineaire

Le probleme de la maximisation de la rigidité globale @uwtructure €lastique a été
formulé comme la minimisation de la somme de la compliania#en terme de colt. En
considérant des parametres d’optimisation distripu@salgorithme d’optimisation a été
défini dans le chapitre 1 et utilisé dans le chapitre @deat pour résoudre ce probleme
d’optimisation dans le cas de structures de type assembgéques composites dans le
cadre de 'élasticité linéaire. Une caractéristigun@ortante de cet algorithme est le caractere
local de la minimisation par rapport aux parametres digés qui permet d’obtenir un outil
numeérique performant.

L'objectif de ce chapitre est de montrer sous quelles hygseh cet algorithme d’opti-
misation peut étre généralisé pour résoudre le mawoldgme d’optimisation dans le cas de
lois de comportement élastiques non-linéaires tout edayd le caractere local de la mini-
misation par rapport aux parametres distribués. L'algore ainsi défini sera ensuite utilisé
dans le chapitre suivant pour traiter des cas de comportsn&symeétriques en traction-
compression observés avec des matériaux compositags kimgues et avec des matériaux
micro-fissurés.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on écrit le problé&lastique non-linéaire
de réference sous I'hypothese des petites perturtsatfpatits déplacements et petites
déformations). Ensuite on définit dans le cadre de l'ofgtion a parametres distribués
la notion de loi de comportement dérivant de potentielsnioglynamiques duaux propor-
tionnels. Avec ce type de lois de comportement €lastigoadinéaires, on montre que I'al-
gorithme d’optimisation peut étre généralisé powor@re le probleme de la minimisation
de la somme de la compliance et d’'un terme de colt. Enfin, areetérisation originale de
tels potentiels est présentée. Elle permet, étante®fmforme d’'un potentiel thermodyna-
mique quelconque, de déterminer de maniere systéneagiggimple si il est proportionnel a
son potentiel dual sans que I'expression explicite de ceiglene soit nécessaire, et donc si
I'algorithme d’optimisation peut &tre utilisé avec la tte comportement associée.
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Figure 4.1 — Description d’un milieu tridimensionnel élastique

4.1 Problemeélastique non-lirtaire de reference

4.1.1 Equations du probEme

Soit un milieu tridimensionnel élastique On se place dans I'hypothese des petites per-
turbations, c’'est-a-dire dans I'hypothese des pet@fatements et des petites déformations.
La masse volumique est donc supposée constante et égabg. d.a frontiere extérieure
de Q) est divisée en deux partidg et I';. Des déplacements nuls sont imposés Isyr
une densité surfacique d’effoRf est imposée sur;, et une densité volumique d’effot
est imposée dang (voir figure 4.1). Une solution du probléme est notéeo). On note

€;;(u) = 5(ui; + u;;). Les équations du probleme s'écrivent :

Conditions aux limites en ceplacements :

ueV (4.2)
V = {v|v = (v1,v9,03); v € (H'(S))?, v=0surly}

Equations d’équilibre (Principe des Puissances Virtuelles) :

0 € Laa (4.2)
Sad ={m; (4,7 =1,2,3), 1;; = 15, 7 Vérifie (4.2)}

/7' ce(v) dV = / fodV+ | FovdS YveV (4.2)
Q Q I
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Loi de comportement :  On considére un potentiel thermodynamique conygxeo) et
son potentiel duaghy(e) défini a l'aide de la transformée de Legendre :

pow(e) = Sgp(a e — pop(0))

Compte tenu des propriétés de la transformée de Legeledmotentielp,p(e) est aussi
convexe.

Les déformations et les contraintes dérivent des potentiels thermodynamiques duaux
potp(a) etpop(e)

Op(€e
o= Po—ai )

La transformée de Legendre implique les deux propri@i@ésantes :

pop(€) + potb(o) —o e >0 Vo,e
pop(e) + pop(o) —o:e=0 <& o ete vérifient la loi de comportement (4.3)

Dans la suite on noterd(v) = [, f.vdV + fFl F.vdS. Le probleme élastique
non-linéaire de référencéP) utilisé dans ce chapitre est défini par le systeme
d’équations (4.1)(4.2)(4.3).

4.1.2 Formulation variationnelle

Le probleme d'élasticite non-linéair€”) se met classiquement sous forme varia-
tionnelle. Nous énongons ci-dessous les formulatiommtannelles en déplacements, en
contraintes et le théoreme de la double inégalitéoftmes de I'énergie).

Théoreme 8. Formulation variationnelle en @&placements
Siwu est solution d¢ P) alors :

ueV, /Qp[)@:ﬁ(v)aﬂ/:lj(v) YveV

Théoreme 9. Formulation variationnelle en contraintes
Sio est solution d¢ P) alors :

o€ Xu, / poag(a) (r—0)dV =0 V7€ X4y
Q g

Théoreme 10.Théoreme de la double iagalite
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Si(u, o) est solution d¢ P) alors :

(U,O') eV x Ead

([ motcton av = zw)) < = ([ soptetun av - r(w)
_ /Q potb(0) dV < /Q potp(r) AV
Yo € VY7 € Lo (4.4)

L'inégalitt de gauche est le #oreme de Energie potentielle et l'iagalitt de droite le
théoreme de Energie com@mentaire.

4.1.3 Condition d’existence et d’unicié de solution

On se placera dans la suite dans le cas de potentiels themanodyues continlment
differentiables. On a alors le théoreme d’existenceasti:

Théoreme 11.Condition d’existence et d’'unicé de solution
Si:

1. pop(e€) est continue,

2. pop(€) est convexe,

3.38>0 / pople) > Beijeij Ve =€
alors il existe une solution au prodine

wip ([ motetonar - L(w))

veV

Si, de pluspyp(€) est strictement convexe, alors cette solution est unique.

4.2 Optimisation de la compliance dans le cas de potentiels
duaux proportionnels

4.2.1 [efinition du probléme d’optimisation

Le probléme d’optimisation considéré est identiquelaiprésenté dans les sections 1.2
et 3.1. Nous en faisons donc ici une présentation succincte

On cherche a maximiser la rigidité globale d’'une struetiastique pour un chargement
extérieur donné. Etant donné un jeu de parameétresidiggattion distribués;, «;) (9; étant
des parametres de type orientatiorwetdes parametres de type proportion de constituant,
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voir section 1.2), cet objectif peut étre atteint par laimisation d’un critere définicomme
la somme de la compliance et d’un terme de co(t :

G(6;, ;) = Compl(0;, ;) + COUT (e;)
Compl(0;, ;) = L(u) = / fudV+ | FudS
Q

'

COUT(«;) :/cout(ai)dv
Q

le colit n’étant fonction que des parametres de type ptigmode constituant; .
Le probléme d’optimisation considéré est alors :

min G(60;, ;) = min [/ fu dV+/ F.udS + / cout(ai)dV] (4.5)
Q T Q

(0:,0) (0:,05)

u étant solution du probleme d’élasticité non-linediP).

4.2.2 [Efinition et propri été des potentiels duaux proportionnels
Définition :

Deux potentiels thermodynamiques duaux par la transferdeélLegendre sont propor-
tionnels si leur rapport est constant quelque soit la valesmparametres d’optimisation pour
tout couple(o, €) qui vérifie la loi de comportement (4.3).

Cela s’écrit mathématiquement :

da e R/ pople) =apop(o), Y(0; ;), V(o,e) quiveérifie (4.3) (4.6)

Propri été :

La solution (u, o) du probleme élastiquéP) associé a une valeur du champ de pa-
rametres d’optimisationd;, ;) vérifie la loi de comportement en tout point du domaine
Q2. a etant indépendant de la valeur des parametres d’oiiig ¢ est constant suf.
Lintégration de (4.6) suf2 avec le chamfo, e(u)) implique :

/Q pople(w)dV = a / o)AV

L'égalité centrale du théoreme de la double inégalitieoreme 10) s’écrit alors, pour un
couple(u, o) solution du probleme élastiqy#’) sous la forme

L(u) = /Qf.u dV—i—/F F.udS = (1+a)/9p017b(0)dV 4.7)
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Une caractérisation des potentiels thermodynamiquesdu@portionnels est présentée
dans la section 4.3.

Remarque. Dans le cas particulier de &lasticié linéaire, pyy)(c) = 20 : A: o (A étant le

2
tenseur de souplesse)= 1 et I'équation (4.7) fLcrit :

L(u)z/f.udV—l—/ F.udS:/a:A:adV
Q I Q

ce qui correspona@ I’ égalite entre la compliance et le double dérergie com@mentaire.
D’autres exemples de potentiels thermodynamiques duappopionnels seront doras
dans la suite.

4.2.3 Ecriture d’'une forme équivalente du probleme d’optimisation

Le théoreme de I'énergie complémentaire (voir tiedoe 10) implique que le champ de
contraintes solution du probléme élastiqu® vérifie :

[ psirav = min [ pwiir)av

Q TEX ud Q

En considérant le cas de potentiels thermodynamiquesxduayportionnels, compte tenu
de (4.7), le probleme d’optimisation (4.5) s’écrit soagdrme équivalente :

min min [(1—|—a)/onw(T)dV—l—/Qcout(ai)dV]

(07; ,Oéi) TGEad

4.2.4 Algorithme d’optimisation dans le cas de potentiels uaux pro-
portionnels

En utilisant la propriété (4.7), on généralise I'alglome d’optimisation présenté dans
la section 1.2.4 pour les lois de comportement élastigumésires [5] aux cas de lois de
comportement élastiques non-linéaires dérivant derisls thermodynamiques duaux pro-
portionnels.

La présentation de l'algorithme suivante suppose quigtexune solution au probleme
elastique non-linéaire associé a un jeu de valeurs desyetres d’optimisation.

1. Phase d'initialisation :
On choisit un champ de parameétres d'optimisaiﬂ@ﬁq), a§°>) sur le domaine d’opti-
misation(2. La résolution du probleme d’élasticité non-lin@a() associé permet la
définition du champ de contrainte”.

2. Minimisation locale a contraintes fixées :
On effectue la minimisation locale, c’est-a-dire en chaguwint du domaing? de
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l'intégrant du critére & contraintes™ fixées, ce qui s’écrit :

min (14 a)poy (o™, 0;, ;) + cout(a;)]

0;,0

n+1 )

pour obtenir le champ de paramet(égl+1 qui, compte tenu du fait queest

constant dang, vérifie la propriété

(1+a) / poto (a0 oy qv [ cout (o) av
Q

<(1+a) / pot) (o™, Ql(n), agn)) dv +/ cout(agn)) dv
Q 0

3. Minimisation globale a parametres d’optimisation fixés :
On résout le probleme d’élasticité non-linéaj®) associé au champ de parametres
(GE”“), a(”“ ) pour obtenir le champ de contrainte$*"). Le theoréme de I'énergie
complémentaire (théoreme 10), avec comme choix de ctdemgontraintes statique-
ment admissible(™, aprés multiplication pafl +a) puis ajout du terme de coiit associé

aux paramétre&z(”“) aux deux membres de I'inégalité implique que

(1+a)/p (oY 9"+1), (n“))dV—i-/cout(agnH))dV
Q

< (1+a)/p0¢( ), o), (n+1))dv+/cout(agn+1>)dv
Q

En considérant la propriété (4.7), les étapes 2 et 3iqupht la propriété sur le critere glo-
balG :

)

On itere alors les étapes 2 et 3. Le critere étant uned@mrpositive qui diminue a chaque
iteration, il converge nécessairement vers une limite.

4.2.,5 Sur la non-applicabilitt de [l'algorithme pour des lois de
comportement élastiques @rivant de potentiels duaux non-
proportionnels

Sion considere un potentiel thermodynamique qui n’esppagortionnel a son potentiel
dual par transformée de Legendre, la propriété (4.7 e plus étre demontrée. Dans ce cas,
les minimisations effectuées au étapes 2 et 3 de I'alyoetne permettent plus de conclure
sur une diminution du criter€’. L'algorithme n’est donc plus applicable.
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4.3 Caracterisation des potentiels duaux proportionnels

Dans la section précédente, I'algorithme d’optimisatioété étendu a des lois de com-
portement élastiques dérivant de potentiels thermaahjonzes duaux proportionnels. Nous
allons maintenant présenter une méthode de caradiénsde tels potentiels qui sera uti-
lisée dans le chapitre suivant pour traiter plus spéafigent le cas de lois de comportement
dissymeétriques en traction-compression.

4.3.1 Rappel de la éfinition

Deux potentiels thermodynamiques duaux par la transferdeélL.egendre sont propor-
tionnels si leur rapport est constant quelque soit la valeamparametres d’optimisation pour
tout couple(o, €) qui vérifie la loi de comportement.

Cela s’écrit mathématiquement :

da e R/ pople) = apop(o), Y(6;,a;), V(o,e€) quivérifie la loi de comportement

4.3.2 Condition recessaire et suffisante de proportionnakt (theoreme
de proportionnalit €)

Théoreme 12.Théoreme de proportionnalé de potentiels thermodynamiques duaux
Si les contraintes et deformations dérivent de deux potentielg o (e) et poi) (o) duaux au
sens de la transforée de Legendre eéwfient la loi de comportement :

o =n 22 48)
€
e = 207 4.9)
pop(€) + pot(0) =0 1 e (4.10)
alors
0
(€)= appble) & (L+a) (o) = o s 0
0
& 1+ é) pop(€) =€ po (gie) (4.11)
Le cas particulier de Bgalite des potentiels duaux & 1) s’écrit :
0
pop(€) = potp(o) & 2potp(0) =0 : po zgga)
& 2pp(e) =€y 9p(c) (4.12)

Oe
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Démonstration.

e Supposons queyy(e) = a pot (o). Alors pop(e) + potp(o) = (1 + a)pot (o).
L'équation (4.9) implique que : e = o : py 247

L'équation (4.10) s’écrit alor§l + a)pet(o) =0 : po%(f).
e Supposons quel + a)pyt(o) = o : po%&’).
L'équation (4.9) implique que : po%ff) =o:e,donc (1+a)pp(o) =0 :e.

L'équation (4.10) s’écrit alorgyp(€) = apoip (o).

Il est donc prouvé que

el =ami(e) & (1+a)plo) =0 : p o),

Par un raisonnement analogue, on prouve que

pow(€) = apop(o) < (1+ %)pocp(e) =€ po&g—ie)

4.3.3 Sur l'utilisation du théoreme de proportionnalité

Le théoreme de la section précédente permet, a partiexbression d’un potentiel ther-
modynamique de montrer facilement la proportionnalit&egotentiel et de son potentiel
dual par transformée de Legendre. Connaissant I'exreshii potentiepy (o) (pop(€)),
la quantités : po%(j) (: poa“g—(j)) est calculée et comparéeg) (o) (pow(€)). Sileur rap-
port est constant, c’est-a-dire indépendant des paramé’optimisation et des contraintes
o (et des déformationsg, alors on conclut a la proportionnalité des potentielauk. Si leur
rapport n'est pas constant, on conclut a la non-propantiité des potentiels duaux.

Cette caractérisation simple a deux avantages majeuus.dlabord, pour prouver la
proportionnalité de potentiels thermodynamiques dudumest pas nécessaire de connaitre
I'expression explicite du potentiel dual. Si la proportiatité est prouvée, le potentiel dual
peut étre déterming, si nécessaire. Mais dans le casramtproportionnalité, sa forme n’est
pas recherchée, ce qui peut permettre un gain de tempsstibkt’expression du potentiel
dual étant difficile a déterminer de maniere expliciens la majorité des cas de lois de
comportement élastiques non-linéaires.

Ensuite, la preuve de la proportionnalité des potentiesnhodynamiques duaux im-
plique directement I'applicabilité de I'algorithme dtymisation présenté dans la sec-
tion 4.2.4 grace a la propriété (4.7) de ces potentigfgpelée dans la section suivante.
A contrario, la preuve de la non-proportionnalité des ptieds thermodynamiques duaux
implique la non-applicabilité de l'algorithme, la progté (4.7) n’existant plus (voir sec-
tion 4.2.5).
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4.3.4 Proprietés des potentiels duaux proportionnels

La propriété (4.7) des potentiels duaux proportionneispgrmet l'utilisation de I'algo-
rithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 esped@e ici :

Propriétée 1. Pour(u, o) solution du probléme d’élasticité non-linéait®), on a
L(u) = / fudV + / F.udS = (1+a) / potb(o)dV
Q I Q

Dans le cas de potentiels thermodynamiques duaux propogi® continlment
differentiables, il est possible de reformuler la cagdstition de leur convexité basée sur
leur dérivée premiere. Cette reformulation sera @dislans la chapitre suivant pour prou-
ver la convexité de certains potentiels thermodynamiguesix proportionnels utilisés pour
modéliser des comportements dissymétriques en tracbarpression.

Rappelons tout d’abord la condition nécessaire et sufisda convexité d’'une fonc-
tion continlment difféerentiable de plusieurs variakdegaleurs réelles basée sur la dérivée
premiere de cette fonction (voir [44] par exemple). Spitine fonction a valeurs réelles
continiment difféerentiable sur un ouveitde R”, et soitC un ensemble convexe inclus
dans(2, alors

e f estconvexe sut’' si et seulement si

fly) > fla)+ V@) (y—z) V(z,y) el

e [ est strictement convexe si et seulement si I'inégaliE@dente est stricte pour tout
x different dey

Cette condition s’écrit en considérant une fonctioa variable tensorielle du deuxieme
ordre symétrique, a valeurs réelles et continlmefféintiable :
e ) est convexe si et seulement si

(o)
do

() > (o) + (r—0) Vrj=1:Vo, =0 (4.13)

e 1) est strictement convexe si et seulement si l'inégaliéepdente est stricte pour tout
T différent deo

En considérant un potentiel thermodynamigueroportionnel a son potentiel dual, le
théoréme de proportionnalité implique la propriété :

(o)
do

= (1+a)b(0)
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La condition de convexité (4.13) s’écrit alors :

0
(1) > (o) + % T —(1+a)Y(o) Vr;=14Voi,; =0
ou encore
w(’/’) —i—aw(a) — 6¢(0) T Z 0 V’/"ij = Tjivaij = 0y

do

Propri été 2. Soit un potentiel thermodynamiquea variable tensorielle du deuxieme ordre
symeétrique, a valeurs réelles, continiment difféiedsle et proportionnel a son potentiel
dual, alors

e ) est convexe si et seulement si

(o)
do

(1) + ayp(o) — 720 V1 =15 Voi =0y (4.14)

e 1) est strictement convexe si et seulement si l'inégaliézpdente est stricte pour tout
T différent deo

Remarque. Dans le cas de potentiels duaégaux, c’est-dire poura = 1, la condition
nécessaire et suffisante de convexiti potentiel contiiiment diférentiabley s’écrit

w(T)‘i‘w(O')—aqgi(U)Tzo VTij:Tjivaij:O-ji (415)

g

4.3.5 Exemples de Blasticite linéaire et de la loi de comportement
élastique non-lireaire de type puissance

Exemple de I'€lasticité lineéaire

Nous allons tout d’abord expliciter la méthodologie déppée dans ce chapitre dans le
cas de I'élasticité linéaire, pour lequel I'algorithmd®ptimisation se résume a I'algorithme
classique décrit au chapitre 1.

Le potentiel thermodynamique est :

potp(o) = %O'IAIO'

ou A est le tenseur de souplesse fonction des parameétresrdisation(d;, «;) considérés.

La loi de comportement associée est :

(o) =A:o

€= /0o 90
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Calculonss : p, 242

9¢(0)

=po:A:o
= po¢ (o)

T po

Par application du theoreme de proportionnalité (secti.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamiquey (o) et le potentiel dual par transformée de Legengre(e) sont,
quelque soiento, €) qui vérifient la loi de comportement, tels que :

pop(€) = porp(o)
Donc
da=1€R/ pople) =apop(o) Y(0;,a;), Y(o,€) quivérifient la loi de comportement

En conclusion, I'algorithme d’optimisation décrit damassection 4.2.4 peut &tre utilisé avec
une loi de comportement élastique linéaire, ce résattait bien évidemment déja connu.

Exemple de la loi de comportementlastique non-lingaire de type puissance

Pedersen et Taylor [60] utilisent la loi de comportementyge tpuissance (en anglais
"power law non-linear elasticity”) dans le cadre de I'opsation de la compliance (voir
section 1.5.2). Dans cet article est demontrée la praporalité des potentiels thermodyna-
miques duaux par détermination de la forme explicite dep| dual.

Nous allons appliguer la méthodologie développée darehapitre pour prouver I'utili-
sation possible de I'algorithme d’optimisation prégedéns la section 4.2.4 avec ce type de
loi de comportement.

Considérons le potentiel thermodynamique exprimé etraomes suivant :

]' n
o) = Gy Ve O =(0: H:0)'l” (4.16)

ou H est un tenseur d’ordre 4 symétrique défini positif a cordfits adimensionnelé] et
E sont fonctions des parameétres d’optimisati@n ;) considérés et n est une constante.

La loi de comportement associée est :

oY (o) n+1 0oy , 1 2H : 0 "
€ = = o — - o
e po (n+1)E™ do PO En 2(0: H:o)/2
Ce qui s’écrit
n—1
e=po—pH:o (4.17)
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Calculonss : py 242

oc:H:o

o(o o1

1
= POﬁquH

= (1+n)¢(o)

Par application du theéoreme de proportionnalité (secti.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamiquey (o) et le potentiel dual par transformée de Legengre(e) sont,
quelque soiento, €) qui vérifient la loi de comportement, tels que :

pop(€) = npop(o)
n est une constante indépendante des parametres d’ogtiionisdonc
Jda=n¢eR/pyple) =apyp(o) Y(0; ;), V(0o,e€) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, I'algorithme d’optimisation décrit damssection 4.2.4 peut &tre utilisé avec
la loi non-linéaire de type puissance (4.17).

Remarque. Pour cette loi de comportement, la proportionn@lites potentiels thermodyna-
miques duaux peudtre proue en @terminant de facon explicite le potentigly(¢) mais
la demonstration s’agre étre bien moins rapide et directe. Il seragzené dans le cha-
pitre suivant une loi de comportement disgrigue en traction-compression qui condait
des potentiels thermodynamiques duaux proportionnelslpsquels la @termination de la
forme explicite du potentiel dual n’a pas ptre cetermiree.



Chapitre 5

Optimisation avec des lois de
comportement dissynetriques en
traction-compression

De nombreux matériaux possedent un comportement destsigué en traction-
compression. Cette dissymétrie est en général due plidg®menes micro-meécaniques qui
peuvent étre de nature tres differente mais elle pass@eé caractéristique générale inva-
riable : la dissymétrie de comportement en traction-ca@sgon est liee a une diminution
des caractéristiques mécaniques a I'échelle mépagee (rigidité, résistance) dans I'un des
deux états, soit en traction, soit en compression. Celdéidogpqu’il existe un risque de sur-
estimer fortement la résistance ou la rigidité d’unedtrce si on ne prends pas en compte
la non-linéarité de comportement associée a la dissgenén traction-compression. Dans
le contexte de I'optimisation de structures, les réssiltgitimaux obtenus sans la prise en
compte de la dissymétrie peuvent étre dramatiquemeigréds de ceux obtenus a partir du
comportement réel de la structure.

Dans ce chapitre nous nous intéressons a deux types deiawat particuliers qui
possedent un comportement difféerent en traction et enpoession avec diminution des
caractéristiques mécaniques a I'echelle mésosoepilgns un état par rapport a l'autre. Le
premier type de matériau est caractérisé par la presg@menicro-fissures en son sein. L'ap-
parition de telles micro-fissures peut étre liée a 'endtagement du matériau. Ces micro-
fissures sollicitées en traction dans une direction pefigataire a leur longueur s’ouvrent,
ce qui implique une diminution de la rigidité a I'echeheésoscopique, tandis que solli-
citées en compression elles se referment et aucune maodificde la rigidité a I'échelle
mésoscopique par rapport au matériau non-endommag@arait. Le deuxieme type de
matériau considéré sont les matériaux compositegesfilongues de carbone ou de kevlar.
Lorsque ces fibres sont sollicitées par un chargement dprassion longitudinale, un com-
portement élastique non-linéaire different du comgagnt €lastique linéaire en traction est
observé. Le comportement en compression est alors easfpar une perte de rigidité a
I'échelle mésoscopique.
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Dans le cadre de I'optimisation de structures complexesttages de tels matériaux,
la prise en compte a I'échelle microscopique des phé&mas micro-structuraux respon-
sables de la dissymétrie de comportement s’avere égeaame énorme qui aboutirait sans
aucun doute a un outil numérique tres lourd a utiliséarDautre coté, I'algorithme d’op-
timisation présenté au chapitre précédent dans leeadeltois de comportement élastiques
non-linéaires est performant numériquement car il éflecdes minimisations locales par
rapport aux parametres d’optimisation. Une conditioroimtournable pour pouvoir utiliser
cette méthode d’optimisation est de pouvoir définir le poniement elastique dissymétrique
en traction-compression a I'échelle mésoscopiquaets la définition d’un potentiel ther-
modynamique.

Le but de ce chapitre est alors double : recenser les loisdpadement élastiques non-
linéaires modélisant a I'échelle mésoscopique lesmartements dissymeétriques en traction-
compression observés pour les matériaux compositesss fitngues et les matériaux micro-
fissurés et prouver leur utilisation possible dans I'atlfpone d’optimisation en prouvant la
proportionnalité des potentiels thermodynamiques duamsidéres.

Pour recenser ces differents modeles, une étude bibfibigue est menée tout au long
de ce chapitre. En premier lieu, un modele tridimensionmésoscopique de loi de compor-
tement élastique anisotrope non-linéaire dissymitrign traction-compression prenant en
compte les mécanismes d’ouverture ou de fermeture de #figsares utilisé par R. Desmo-
rat [28] dans le cadre d’'une théorie de 'endommagemesbamipe induite est prouvée étre
utilisable avec I'algorithme d’optimisation présentind le chapitre précédent.

Dans un deuxieme temps, cette loi de comportement élestign-linéaire dissymétrique
en traction-compression est généralisée sous la foromedoi de type puissance qui est
toujours compatible avec I'algorithme d’optimisation.

Ensuite, dans le cadre des matériaux composites a fibnggids differents modeles
phénoménologiques utilisant une définition uniaxiadel'@tat de traction-compression et
identifiés sur des essais mécaniques sont étudiés sidéoant leur utilisation dans I'algo-
rithme d’optimisation.

Puis le modele tridimensionnel initial est adapté au assrdatériaux orthotropes bidi-
mensionnels sous I'hypothése des contraintes planes aBelitit a une loi de comportement
élastique non-linéaire par morceaux qui utilise uneniliédin biaxiale de I'état de traction-
compression et qui est compatible avec I'algorithme dropation.

Enfin, un modéle de loi de comportement élastique limga@r morceaux dissymétrique
en traction-compression est mis en ceuvre numériquementpontrer les differences ob-
tenues avec le cas élastique linéaire. Une étude otgyteal orientation optimale d’un tel
matériau elastique non-linéaire qui permet de rendneitemisation locale explicite est alors
présentée.
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5.1 Une loi de comportement tridimensionnelle anisotrope
elastigue dissynetrique en traction-compression

Lorsque qu’un matériau initialement sain s’endommagecpaation de micro-fissures,
son comportement peut &tre modélisé a I'échelle &guque a endommagement constant
par une loi de comportement élastique non-linéaire diggyique en traction-compression.
Une telle loi de comportement a été introduite par R. Desir{@8] dans le cadre de I'étude
de l'anisotropie induite par l'endommagement d’'un maiinitialement elastique linéaire.

L'objectif de cette section est de demontrer que I'aldonié d’optimisation présenté dans
le chapitre précédent est applicable avec cette loi dgpoot@ment tridimensionnelle. Pour
cela la méthode développée au chapitre précédenppltaée, la forme explicite du poten-
tiel thermodynamique dual par transformée de Legends@ant’pas connue.

5.1.1 Decomposition de Kelvin d’'un tenseur d’ordre 4

Considérons un matériau €élastique linéaire anisetr@witS le tenseur de souplesse
symétrique du quatrieme ordre de ce matériau. La déositipn de Kelvin deS introduit
les six valeurs propres ou modules de Kelvirn> 0 et les six tenseurs propres symétriques
du deuxieme ordre associé$ tels que :

6
S:ZSISI@)SI, ST. s =g,

=1

Dans cette derniére expression, nous utilisons les pogti(S” ® S7);, = SLSi; et
Sl 87 =8Ls!

17~y
Le tenseur du quatrieme ordreest alors défini par :

6
S=A:A ie. A:SWZZ\/?s’@SI
I=1

En considérant les symétries deet donc deA, le potentiel thermodynamiqu& (o) se

met sous la forme : .

2(A:U):(A:0)

pow(a)zéa:s:az

5.1.2 [efinition du potentiel thermodynamique et de la loi de compor
tement assode

Considérons deux tenseurs de souplesse du quatrieme ortret SB. Les
décompositions de Kelvin dé” et S” permettent de définir les tenseuts= (S4)'/? et
B = (SP)'/2. Un potentiel général qui modélise un comportemenstéjae non-linéaire
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dissymeétrique en traction-compression a I'échellesoseopique peut étre défini sous la
forme (R. Desmorat [28]) :

<A:0>+:<A:a>++%(B:a>_:<B:a>_ (5.1)

NN

P0¢(0) =

ou( ), et( )_ sontrespectivement les parties positives et négatfisies sur les valeurs
propres (dans le cas scalai(e) , = sup(z,0), (x)_ = sup(—=z,0)).

Le potentiel (5.1) est differentiable et sa dérivée esitinue (Ladeveze [50]). La loi de
comportement associée est :

0y(0)

= Po 90

=A:(A:0), — B:(B:o) (5.2)

Remarque. La particularisation de cette loi de comportementes tenseurs” et S
caractrisant des lois de comportement orthotropegkasticié bidimensionnelle sous I'hy-
pothese des contraintes planes estgenée dans la section 5.3.4.

5.1.3 Applicabilité de I'algorithme d’optimisation

Considérons maintenant la proportionnalité du poté(hid) et de son potentiel dual par
transformée de Legendre. Pour démontrer cette prépradtdonc l'utilisation possible de
I'algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2¥kec ce potentiel, nous utilisons la
méthode développée au chapitre précédent. Il estaasant de noter que la forme explicite
du potentiel dual est inconnue a ce jour.

Calculonss : p 242 'equation (5.2) implique :

poavg(aa) =0:(A:(A:0), —B:(B:0))

En considérant les symétries de B et deo, on peut écrire :

oc:(B:{(A:0)_)=(B:0):(B:o)_
D’ou 5
U:%@:(A:a):<A:0>+—(B:0):<B:0>

Or, pour tout tenseur d’ordre 2 réel symétrique :

<T>+ = <T>
(T)_ =—(T)

T : L
T :
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Donc:

(o)
oo

=(A:0),:(A:0), +(B:o)_:(B:o)_
= 2py(0)

Par application du theoreme de proportionnalité (secti.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamiquey (o) et le potentiel dual par transformée de Legengre(e) sont,
quelque soiento, €) qui vérifient la loi de comportement, tels que :

pop(€) = potp(o)
En dénotant toujours les parametres d’optimisation@ary;), on a donc
Ja=1€R/ pople) =apptp(o) Y(0;,a;), VY(o,€) quivérifient la loi de comportement

En conclusion, I'algorithme d’optimisation décrit damassection 4.2.4 peut étre utilisé avec
la loi de comportement tridimensionnelle élastique no@dire anisotrope dissymeétrique en
traction-compression (5.2).

On peut énoncer ce résultat de proportionnalité par le

Théoreme 13.Quelgue soient les tenseurs du quatnie ordre syktriquesA et B, le po-
tentiel thermodynamique :

p0¢(0):% (A:0>+:<A:a>++% (B:o)_:(B:o)_

estégal a son potentiel thermodynamique dual par transfeentle Legendrgyp(e) pour
tout couple(o, €) vérifiant la loi de comportement.

5.1.4 Sur I'existence d’'une solution au prol#meélastique de gference

Pour pouvoir appliquer I'algorithme d’optimisation, unenclition nécessaire est I'exis-
tence de solution au probleme élastique de référenaer pouvoir appliquer le résultat
d’existence de la section 4.1.3, il reste a démontrer fvexité et la coercivité du poten-
tiel dual du potentiel (5.1), la continuité de la loi de cammement associée étant déja as-
surée [50].

Convexité du potentiel thermodynamique

Pour démontrer la convexité du potentiel thermodynamjaous allons utiliser la re-
formulation de la condition nécessaire et suffisante deexdté dans le cas des potentiels
thermodynamiques duaux continiment difféerentiablégatix décrite dans la section 4.3.4.
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On introduit 4 et I tels quey (o) + () — 242 . 7 = T, + I, ol T, et I S'écrivent ;

In=- (A:o), :(A:o), +

Igp==-(B:o)_:(B:o)_+

N0 =

1, et Iz se mettent sous la forme :

IA:%(TJ:T1++TI+:T;—2T1:T;)
IB—%(TI:TI—FT1 :T27—|—2T1:T27)
avec
Th=A:T1 T =(A:1), TS =(A:71)_ T, =T/ -1,
Th=A:0 T, =(A:0), T, =(A: o) T, =Ty — Ty

1, et I se mettent alors sous la forme suivante :

Iy=5 [(TF = T) (T = TF) +2(T7 - T,)]

DN =N =

Ip = [(Tf —T, ) (Ty —Ty) +2(T" T27)]

Le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre Zdueméme est toujours positif
ou nul, donc:

(T = T7) « (T = T,))

0
(T =T5): (Ty =T5) >0

AVANLY/

Montrons quel; : T," > 0 pour tout(Ty, 7).
Le produit doublement contracté de deux tenseurs espardant de la base dans laquelle il
est calculé. Plagcons nous dans la base propfie de

(Tli)ll =M\ (T17)22 = A (T17)33 = A3 (Tf)ij =0sis 75 j

Par définition, les valeurs propres @e sont positives ou nulles. En effectuant le produit
T : T,F dans la base propre d&, on obtient :

Ty Ty = M(T5 )11 + Xa(T5 )22 + As3(T5 )33

Or T, est semi-défini positif don€Ty" ), > 0, (T3 )22 > 0 et (T3 )33 > 0 dans n'importe
quelle base. Comme les valeurs propreddesont positives ou nulles, on déduit qUig :
T, > 0. On montrerai de maniere analogue qye: 7, > 0.
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En conclusion/4 > 0 etz > 0. Donc

dp(o)
do

P(o) + (1) — :7>0 V(o,71)

ce qui impligue (section 4.3.4) que le potentiel (5.1) esivese.

La transformée de Legendre d’une fonction convexe étantexe, le potentiebyy(e)
dual du potentiepyt (o) défini dans I'eéquation (5.1) est convexe.

Coercivité du potentiel thermodynamique

Dans le cas du potentiel &crit en contraintes défini déaugiation (5.1), la forme explicite
du potentiel thermodynamique dygly(e) n’est pas connue. Il ne m’a alors pas été possible
de démontrer la coercivité de ce potentiel, c’est-&-thrpropriété :

Elﬁ >0 /poQO(C) Z Beijeij VGU = €j; (53)

Pour se placer dans un cas ou la forme du potentiel thernamaigiuep, ¢ (¢) est explicite,
on modeélise le comportement élastique non-linéairsyaigetrique en traction-compression
a I'échelle mésoscopique par le potentiel thermodygasuivant :

((A:e),:(A:e), +(B:e)_:(B:e)_) (5.4)

ou A et B sont les racines carrées (au sens de la decompositionldie Xae deux tenseurs
de rigidité associés a deux lois de comportement glass linéaires. Notons que ce potentiel
n’est pas le potentiel dual du potentiel (5.1).

Les preuves de la convexité de ce potentiel et de la conilitétibvec I'algorithme
d’optimisation de la loi de comportement associée s'éffexat de facon similaire a I'etude
présentée pour le potentiel en contraintes (5.1). Mammdans ce cas ou la forme expli-
cite du potentiel en déformations est connue, la propuéet coercivité (5.3) n'a pas pu étre
démontrée.

Le probleme de l'existence d’'une solution au problemastidue de référence avec
les deux choix difféerents de potentiels en contraintesype {5.1) ou en déformations de
type (5.4) est donc toujours un probleme ouvert.
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5.2 Loi de comportement tridimensionnelleglastiqgue non-
linéaire de type puissance dissyatrique en traction-
compression

La loi de comportement tridimensionnelle élastique nogdire dissymétrique en
traction-compression présentée dans la section geaté permet la prise en compte a
I'échelle mésoscopique des mécanismes microstructuaasociés a la présence de micro-
fissures au sein du matériau et est compatible avec I'dtgoe d’optimisation présenté au
chapitre 4. Au chapitre 4 toujours, il a été montré queolade comportement élastique
non-linéaire de type puissance est aussi compatible atedgorithme d’optimisation.

Nous allons maintenant généraliser la loi de comportérreiimensionnelle élastique
non-linéaire de type puissance pour prendre en compte igsyndétrie de comporte-
ment en traction-compression par exemple associée &&zipce de micro-fissures au sein
du matériau. Cette nouvelle loi de comportement originatdue les cas de comporte-
ment élastique linéaire, de comportement élastiquelin@aire dissymétrique en traction-
compression présenté dans la section précédente engeoctement elastique non-linéaire
de type puissance. Elle est de plus compatible avec I'dlgog d’optimisation de la com-
pliance présenté au chapitre 4.

5.2.1 Loide comportement tridimensionnelleclastiqgue non-lintaire de
type puissance

Considérons le potentiel thermodynamique dont dériveilde comportement élastique
non-linéaire de type puissance [60] :

1 n+1

p0¢(0) = maeq

ou E' est un parametre matériau fonction des parametresidimgattion et est un parametre
matériau constant. Dans la section 4.3.5, la contraoue/alentes,, est définie a I'aide d’un
tenseurH du quatrieme ordre symétrique défini positif a coeffitseadimensionnels sous la
forme :

Oeg=(0: H: o)/

La loi de comportement associée est :

oY(o o1
€= o Tg((j):po 5nH:a

Pourn = 1, on retrouve la loi de comportement élastique linéairecawn tenseur de sou-
plesse défini pa H.
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5.2.2 Loi de comportement tridimensionnelleglastique non-lirgaire de
type puissance dissyratrique en traction-compression

La dissymétrie en traction-compression est introduitd’paermédiaire de la contrainte
équivalente. Considérons deux tensehilirset H” du quatrieme ordre a coefficients adimen-
sionnels tels que H et— H” correspondent & des tenseurs de souplesse élasticpaisdi
anisotropes. Les racines carréesHté et de H? (au sens de la décomposition de Kelvin)
sont notées! et B. Ces deux tenseurs sont aussi a coefficients adimensgonnel

La contrainte équivalente est alors définie sous la forme :
1/2
Ueq:[<A50'>+3<AIO’>++<B§O'>_I<B§O'>_]/ (5.5)

Le potentiel thermodynamique qui modélise un comportd@astiqgue non-linéaire de type
puissance dissymeétrique en traction-compressionistecjours sous la forme :

1
ot (5.6)

potp(o) = 1B e

et la loi de comportement associée est (voir démonsiratiapres) :

€= poaqggj) = poagfn [A (A:0), —B:(B: 0)7] (5.7)

Démonstration de Equation (5.7).Calculons tout d’abor@% :

004

_l 204:(A:0), —B:(B:0o)_)
oo 2(<A;U>+;<A:0'>+—|—<BZO'>73<B§O’>7)1/2
:i(A:(A:0>+—B:<B:a>_)

Oeq

La loi de comportement s’écrit alors :

_ L 0U0) _ o0 _ ol
S e =M e PR

—B:(B:o) |
U

Théoreme 14.Les cas de lois de comportemeétdstiques ligaires glastiques non-lieaires
de type puissance (section 4.3.5),eddstiques non-lieaires dissyi@triques en traction-
compression (section 5.1) sont inclus dans la loi de conepoent (5.7).

Démonstration.

e si H* = H¥ alorso,, = (o : H* : 5)'/?, et on retrouve la loi de comportement
elastique non-linéaire de type puissance,
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e Sin =1,

1 1 1 1 1
potb(o) = = <<—A : a> : <—A : 0> + <—B : 0> : <—B : a> )

2 \\VE . \VE . \VE \VE )
ou ﬁA et ﬁB sont les decompositions de Kelvin respectives.dé* et - 7”. On
retrouve alors le cas de la loi de comportement €lastiqgondinéaire dissymeétrique en
traction-compression étudiée dans la section 5.1.

e sin=1etH" = H?, on retrouve une loi de comportement élastique linéaire.
]

5.2.3 Applicabilité de I'algorithme d’optimisation

Considérons maintenant la proportionnalité du potéiifies) utilisant la définition de
la contrainte équivalente (5.5) et de son potentiel dualtiensformée de Legendre. Pour
démontrer cette propriété, et donc l'utilisation pbssde I'algorithme d’optimisation décrit
dans la section 4.2.4 avec ce potentiel, nous utilisonsdthatle développée au chapitre
précédent. Il est intéressant de noter que la forme @igllu potentiel dual est inconnue a
ce jour.

Calculonso po%ff). En considérant les symétries de B et o, I'équation (5.7) im-
plique :
(o ont
oy 82) = po E(’I" [(A:0):(A:0), —(B:0):(B:o)_]

Or, pour tout tenseur d’ordre 2 réel symétrique :

T: <T>+ = <T>+ : <T>+
T

(T)_=—(T)_:(T)_
Donc:
7: ) T (A 0), 5 (A 0), 4 (B o) (Bi0) ]
- poagn

= (L+n)pot(0)

Par application du theoreme de proportionnalité (secti.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamiquey (o) et le potentiel dual par transformée de Legengre(e) sont,
quelque soiento, €) qui vérifient la loi de comportement, tels que :

POW(G) = ”P0¢(U)
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En supposant que est indépendant des parametres d’optimisatiiry; ), on a donc
da=neR/ pople) =apep(o) V(6;,;), ¥(o,€) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l'algorithme d’optimisation décrit dares $ection 4.2.4 peut étre utilisé
avec la loi de comportement tridimensionnelle élastique-lnéaire de type puissance dis-
symeétrique en traction-compression (5.7) (sous résdevéexistence d’'une solution au
probleme élastique de référence).

On peut énoncer ce résultat de proportionnalité par le
Théoreme 15.Quelque soient les tenseurs du quatnie ordre syitriquesA et B et les
réelsk etn, le potentiel thermodynamique :

1 n+1

m[(A:0>+:(A:0>++<B:a>_:(B:a>_} 2

potp(o) =
et son potentiel thermodynamique dual par transfeerde Legendrg,¢(¢) sont tels que :

POW(G) = ”P0¢(U)

pour tout coupldo, ) vérifiant la loi de comportement.

5.3 Comportements  dissyratriques en  traction-
compression de magriaux compositesa fibres longues

Nous nous plagons maintenant dans le cas de matériauxositepa fibres longues de
carbone ou de kevlar et a matrice epoxyde. Des étudesimgréales sur des plagues stra-
tifiees ont mis en évidence le comportement dissymé&trigiu traction-compression dans
le sens des fibres a I'échelle mésoscopique, le comperteitant élastique linéaire or-
thotrope en traction et élastique non-linéaire en cosgiom [54][65][6]. D’'un autre cote,
des études expérimentales et théoriques (avec simugatiumeériques) a I'échelle microsco-
pigue [38][31] ont montré que la dissymétrie de comporatrest vraisemblablement liée
a des propriétés intrinseques des fibres et que la dinmde la contrainte a rupture en
compression est associée au phénomene de micro-flardbadiéres en compression.

Dans un premier temps nous faisons une revue de ces dil@@sultats expérimentaux
et de leurs conclusions, qui permettent, sous certainesthgpes, de définir des modeles
phénoménologiques de type élastique non-linéairgydigtrique en traction-compression a
I'échelle mésoscopique par la définition d’'un potentiiedrmodynamique. Dans le cadre de
cette approche, differents modeles sont ensuite €uwdg a vis de leur compatibilité avec
I'algorithme d’optimisation considéré au chapitre 4ofsens 5.3.2 et 5.3.3). Puis le modele
tridimensionnel elastique non-linéaire dissyméteeun traction-compression présenté dans
la section 5.1 est particularisé au cas du choix des temseuet SP caractérisant des lois
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de comportement élastiques linéaires orthotropes. G#lapcompatible avec 'algorithme
d’optimisation mais qui reste a valider par confrontatix résultats expérimentaux utilise
une définition de I'état de traction-compression biaxial s’avere étre élastique linéaire ou
non-linéaire par morceaux. Ce modele est alors modifiér pbtenir une loi de comporte-
ment €lastique linéaire par morceaux originale quissilioujours une définition biaxiale de
I'état de traction-compression et qui est encore comfgadivec |'algorithme d’optimisation.

5.3.1 Revue des é&sultats ex@rimentaux. Limites de l'approche
phénoménologique.

Il existe de nombreuses études expérimentales dédilsesaractérisation du comporte-
ment de matériaux composites a fibres longues de carbode &avlar. Le comportement
de ce matériau sollicité en traction longitudinale, t'aglire dans le sens des fibres, est clas-
siguement élastique linéaire orthotrope. Par contsegkpériences menées pour caractériser
le comportement de ce matériau sollicité en compressingifudinale ont fait I'objet de
nombreux protocoles expérimentaux :

e Essais de compression directs,

e Essais de flexion 4 points [54][65][6] : cet essai permet derldes problemes de

répétabilité dus aux chargements parasites induits daressai de compression pure,

e Essai de flexion-compression [38][31] : cet essai permebderjsur le pourcentage

de flexion/compression pure lors d’un essai pour caraeéfiinfluence du mode de
chargement.

Les observations principales effectuées par Le DanteLdb¥ittecoq [65], ont per-
mis de définir les caractéristiques d’'un modele phésrmoiogique a I'échelle mésoscopique
caractérisant la dissymétrie en traction-compressiemremier résultat important est la ca-
ractérisation lors d’'un essai de flexion 4 points du congrognt non-linéaire du composite
unidirectionnel en compression. Sur la figure 5.1 extragg65] est présenté un résultat
d’essai qui décrit I'evolution des déformations lomgiinales dans un pli de matériau com-
posite a fibres longues de carbone et a matrice epoxydenetido du chargement appliqué
dans le sens des fibres. La courbe supérieure représem@suleat d’'un essai ou les fibres
sont sollicitées en traction. On percoit bien le canec@astique linéaire du comportement
longitudinal. La courbe inférieure représente le resgul’'un essai ou les fibres sont solli-
citées en compression. On percoit ici nettement le caracton-linéaire du comportement
longitudinal en compression. Ces essais on permis de negtiegidence les propriétés sui-
vantes :

e €galité des modules initiaux en traction et en compressio

e perte de rigidité progressive des la mise en charge pessdi de compression,

e réversibilité totale du phénomene pour I'essai de casgion ce qui implique gu'il ne
se produit ni endommagement ni plasticite,
la contrainte a rupture en compression est plus faiblerguaetion.
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Fig.33: Evolution_des déformations longitudinales sur T300-914 [0,90]¢s.

Figure 5.1 — Essai de traction-compression dans le sens des fibres d’lbormaepoxyde
(document extrait de la these de Vittecoq [65])

Cette caractérisation du comportement dissymeétriqueaetion-compression de la couche
composite a fibres longues permet de conclure que le coempertt en compression a
'échelle du pli éléementaire peut étre modélisé pae Uoi élastique non-liaire fragile
La non-linéarité en compression est modélisée ph@&mahogiqguement grace a l'introduc-
tion de parametres matériaux supplémentaires a filrgur les résultats expérimentaux qui
permettent de moduler la chute du module d’Young longitadiors de I'essai de compres-
sion.

Les résultats expérimentaux de Grandidier et al. [38pumt autre coté mis en évidence
le caractere linéaire du comportement en compressionalérraux composites a fibres de
verre et a matrice epoxyde et le caractere non-linéaireamportement en compression
de matériaux composites a fibres de carbone et a matrmeyde. Il est alors suggéré que
le comportement non-linéaire en compression avec lessfilbeecarbone peut étre attribué
a une propriété intrinseque de la fibre de carbone. Ds, glas études micro-mécaniques
(Drapier et al. [31]) qui utilisent des techniques d’horangisation pour effectuer le pas-
sage de I'échelle microscopique a I'échelle macrospapont permis de mettre en évidence
le phénomene responsable de la diminution de la congramtipture en compression : le
micro-flambage des fibres. Ce phénomene fait interversipaeametres relatifs a I'echelle
microscopique tels que le désalignement ou la non-releities fibres, mais aussi des pa-
rametres structuraux relatifs a I'echelle du stratidis que I'épaisseur des plis, I'orientation

des plis voisins et le type de chargement (compression pureompression induite par
flexion du pli).

Pour pouvoir utiliser I'algorithme d’optimisation du chap 4, la dissymétrie de compor-
tement en traction-compression doit étre modéliséawman du comportement du matériau
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considéré. Dans la suite, nous ferons I'hypothese qtte déssymétrie est intrinseque au
matériau, et donc que les coefficients supplémentaitesdnits dans la loi de comporte-
ment sont aussi des parametres matériau indépendansudanetres structuraux a I'eéchelle
du stratifié.

5.3.2 Une loi de comportement orthotropeelastique non-lirgaire par
morceaux avec une é@finition uniaxiale de l'état de traction-
compression

On noted la fonction Dirac. La fonction de Heavyside est nokeet est définie par :

H
pour toutr € R {

Définition du potentiel thermodynamique

Lors de la caractérisation expérimentale du comport¢etraction et en compression
longitudinale, les résultats expérimentaux sont oldgraur un état de contraintes uniaxial
ou seule la contrainte;; est non-nulle, la direction étant alignée avec la direction des
fibres (d’'un point de vue pratique la contraintg est tres petite). Il ne permettent donc que
d’identifier le module d’Young longitudinal en tractidiy et en compressiofi¢.

Dans I'état de traction, la loi de comportement est &astilinéaire orthotrope, ce qui
s’écrit dans le repere des fibres :

( o1 V12

€11 = E - Eam

§ €22 = —%011 + %222 (5.8)
€1y = 012

\ 2G 1o

On suppose alors que le loi de comportement en compresgi@tastique non-linéaire
orthotrope. Bien que non-identifiés dans les essais erpataux présentés dans la section
précédente, le module d’Young transvefseet le rapport/;,/ E; sont supposés identiques
en traction et en compression :

C
Vip  Vi2

ESY =F .
27 EC T E

Pour quantifier la chute du module dYoung longitudinal empoession dans le sens des

fibres, deux approches peuvent étre considérées suinsnicette évolution du module

d’Young longitudinal en compression est caractériséyer loi en contraintes ou par une

loi en déformation.
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Nous nous placons ici dans le cas d’'une approche en casaila démarche de
définition de la loi de comportement dans une approche éwrrdétions étant similaire.
On introduit un paramétre matérigu> 0, et on postule un module d’Young longitudinal en
compression de la forme :

EY = Ei(1 - oty H(=o11))

La loi de comportement élastique non-linéaire orthatrep compression s’écrit alors :

( 011 V12

e Ey(1 — Boty H(—om)) B o2
_ 2 022
§ €22 = o 011 + Z (5.9)
€ — 012
12 = 5~
\ 2G 12

La définition de I'état de traction-compression est alomgxiale dans le sens ou seule la
valeur de la contrainte;; est utilisée. On remarque que cette loi de comportemehtitinc
celle définie en traction et est continue.

Le potentiel thermodynamique dont dérive la loi de comgmoent (5.9), défini pour
o1 > —1/4/8B, convexe et continment differentiable, est défini par

1/ o? 1
potp(o) = 5( E_111 H(o1) — E log (1 — Bty H(—Un))
2 2 2
022 V12 019 031
== 2= —== 5.10
+ 7, 7, 011022 + 2G1a + el ) ( )

Démonstration.Les expressions dg, ete;, sontimmeédiates. Differencions le potentiel par
rapport ao; :

op(o) 1] on 2 1 =280y H(—011) + Boi 0(—o11) 4P ]

o
I S/ I g & | g —
Po 80'11 2 E1 (0-11) + El (011) 6E1 1— /60'%1 H(—O'll) E1

Or zd(z) = 0 pour toutz € R. Donc

81&(0) o11 on H(—Un) V12
2 H _ 2=
Po 80'11 E1 (Ull) + E1 (1 — 50’%1 H(—O’H)) E1 722
_on H(Un) +on H(—Uu) - 50?1 H(Uu) H(—Un) V120
= - 7 022
By (1= ot H(—on)) Ey

OrzH(z) + xH(—z) = z etz H(z) H(—z) = 0 pour toutz € R. Donc

poaw(a) _ 011 _ @@2
80'11 E1 (1 — 60’%1 H(—O’H)) E1

La loi de comportement est continue. Le potentiel (5.10)@sbmme de deux fonctions
convexes pous;; > —1/\/6, et est donc convexe. O
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Preuve de la non-applicabilie de I'algorithme d’optimisation

Calculonso : po 242

oo

(o) oh T3 V12 ot o3
: = Lz _ 9=
7o oo El(l - 040'%1 H(—O'll)) + E2 E1 11022 + 2G12 + 2G12

Le rapport(o : poag—(j))/(po@b(a)) est fonction des contraintes et n’est donc pas constant.
Le théoréme de proportionnalité (section 4.3.2) impdiglors que le potentigh)(o) et son
potentiel dual ne sont pas proportionnels et donc que ltdtgae d’optimisation décrit dans

la section 4.2.4 ne peut pas étre appliqué avec la loi dgpoaement (5.9).

5.3.3 Une loi de comportement orthotrope élastique linéaire par
morceaux avec une é@finition uniaxiale de l'état de traction-
compression

Le modele phénoménologique précédent s’'avere dare incompatible avec I'algo-
rithme d’optimisation. Il peut étre simplifié en faisanhypotheése d’'un comportement
elastique linéaire orthotrope dans I'état de tractibawssi dans I'état de compression.

Ce modele, extrait de [65], est prouvé étre compatibkrd\algorithme d’optimisation
et sera a la base des exemples numeériques présentéda danson 5.4.

Loi de comportementélastique lingaire orthotrope en traction et en compression

La loi de comportement élastique linéaire orthotropeoeig&® a un comportement en
traction dans le sens des fibres est encore choisie sousthe &.8). On suppose que le
module d’Young longitudinal en compressidiy, inférieur aF,, est indépendant de I'état
de contraintes. Le module d’Young transvefseet le rappori/, / E; sont toujours supposés
identiques en traction et en compression :

c
Vipg _ V2

c
EQZEQ E—lc_E

La loi de comportement elastique linéaire orthotropeei&e a un comportement en com-
pression dans le sens des fibres s’écrit donc :

( _ On Vi2
€11 = E—1C - E@z
V12 022
§ 2=~ ot - (5.11)
1 2
€ — 012
12 =
\ 2G 13
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Potentiel thermodynamique

Considérons I'état de traction ou de compression défitaide de la valeur du signe
de la contrainte longitudinale. Ceci correspond a une Gy en contraintes. Le poten-
tiel thermodynamique qui tient compte de la dissymétrieamportement en traction et en
compression est alors écrit sous la forme :

1 0'%1 1 1 9 0%2 V1o 0%2 031
_ |z - = H(— 222 9”712
pow(a) 2 [EI (EIC E1> o1 ( UH) FE, FE, g11922 2G12  2GH9

Difféerencions ce potentiel par rapporta :

(o) 1[ on 1 1 ) V1o
P pe T3 [2 E, + <EIC E1> (2011 H(=011) — 07,6(—011)) 2E1 0| (5.12)

Or zd(x) = 0 pour toutz € R. Donc

3¢(0)_&+<1 1 v

o = — — = 011 H(—Un) - £022
doyy E; EIC Ey B,

La differenciation du potentiel par rapporta et ac, estimmédiate. La loi de comporte-
ment associée s’écrit donc :

( o11 1 1 140
S . H(—0y) — =2
€11 , + <E1C E1) o1 H(—0o11) , 099
€22 = — %022 + % (5.13)
1 2
o = 012
(2 T 26,

Cette loi de comportement est continue. Peur> 0, elle correspond a I'eéquation (5.8) et
pouro;; < 0, elle correspond a I'equation (5.11).

Applicabilit &€ de I'algorithme d’optimisation
Calculonss : poag—?. On déduit de I'equation (5.13) que

o(o) o2 1 1 5 V1o
_ Y11 - = H(— _n2
a11fo 80'11 E1 EIC E1 011 ( UH) E1 11022

(o) ok 1o

0220 D00y —E2 - Eanam
oY(o o?
01200 g( ) =_1z
012 2G12
ov(o 02
o 2000) _

Doy B 2G12
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Donc
3¢(0) ‘7%1 1 1 2 ‘7%2 Vi2 0%2 031
g i A SR (R [P € T2 oh2
P e T E \ECTE U (o) + g, ~2F o2t o -t ag s,

= 2potp(0)

Par application du theoreme de proportionnalité (secti.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamiquey (o) et le potentiel dual par transformée de Legengre(e) sont,
quelque soiento, €) qui vérifient la loi de comportement, tels que :

pop(e) = pot(0)
En dénotant toujours les paramétres d’optimisationfary;), on a donc
da=1€R/ pople) =apop(o) Y(0;,a;), Y(o,€) quivérifient la loi de comportement

En conclusion, I'algorithme d’optimisation décrit damassection 4.2.4 peut étre utilisé avec
la loi de comportement (5.13) (sous réserve de l'existetioee solution au probleme
élastique de référence qui est démontrée ci-apres).

Expression explicite du potentiel dual

Dans ce cas particulier, I'expression explicite du potdntual pyp(e) peut étre

déterminée. La loi de comportement est initialement dadermee = po%&’). Cette re-

lation est inversée pour obtenir= f(¢) dans laquellg’ est une fonction explicite. La loi de

comportement étant définie par la relation= p, 229, on déeduit quer, 229 = [ f(e)de.

Cette démarche conduit a I'expression suivante, afige- EIC”E—II2 ;

Ey
m(EH + 1/21622)2 + EQG%Q + 2G12(6%2 + 6%1)

1
pople) = 5

EY E, 2
+ 1 (611 + 1/21622) H(—(€11 + 1/21622)) (514)

— _
— Vipl21 1 —vigvy
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La loi de comportement associée est :

4 El

11 = — (€11 + v91€
n= o 1/121/21( 11 21€22)
EY E
— H _
+ <1 — Vv 1 — vigvm (€11 + var€22) H(— (€11 + vai€a2))
Ey
099 = 17(611 + Vg1€92) + Egegn
— V1221
EY E
— H _
+ (1 _ 1/102V21 1 — vigtay (611 + V21622) ( (611 + V21622))
( 012 = 2G 12619

Existence d’'une solution unique au probémeélastique de gference

Etudions tout d’abord la convexité du potentiel (5.12). @e#entiel et son potentiel
dual étant proportionnels et méme égaux, nous alloffisertia caractérisation de la stricte
convexité définie dans la section 4.3.4. Montronsq(e + (o) — aﬁ—fj’) : 7 > 0 pour tout
o # 7. Le potentielpyi) (o) est constitué de la somme de deux termes :

1 0%1 032 V19 0%2 O’%l
=—|—=—4+==—-2—— + +
Pots (a) 2 [EI FEs FE; T11022 2G12  2Gh9

poth2(0) = % {(E%C - E%) ot H(—Uu)}

Le potentielpyy; (o) est le potentiel thermodynamique d’'un matériau orthatrdp est
donc strictement convexe. La somme d’une fonction striet@nconvexe et d’'une fonction
convexe étant strictement convexe, il reste alors a démoque le potentiebyiy, (o) est
convexe, soit

Py (o)

Jo

I = 4y(7) +¢2(0) — 720 Vo#T

Cette grandeuf se met sous la forme :

1 1 1
ey P
2 (Ef E1> !
aveC[l = (7'121 H(—TH) + 0'%1 H(—O'H) — 20’117'11 H(—O'H))

La grandeurE% — Eil est positive calr; > E¢ par définition. Considérons les differents cas
possibles :
e Sio;; >0etr; >0alorsl; =0
e sio;; < 0etr; > 0alorsl, = o}, — 20y,71;. Oroy, < 0 etry; > 0 implique que
o < 0,doncl; > 0,
e sioy; > 0etry; < 0alorsl; = 72, doncl; > 0,
e Sio; < 0etr; <O0alorsl; = (71; — 0y1)?%, doncl; > 0,
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Siog;; =0etr; > 0alorsl; =0,

Sioy; =0etr; < 0alorsl; = 74, doncl; > 0,

Sio;; > 0etr; =0alorsl; =0,

Sioy; < 0etr; =0alorsl; = 0%, doncl; > 0.

DonclI > 0 V(o, 1), doncpyyps (o) est convexe. On en déduit que le potentiel (5.12) est stric-
tement convexe. La transformée de Legendre d’'un potesitietement convexe étant stric-
tement convexe, on déduit que le potentigh(e) défini par (5.14) est strictement convexe.

Montrons maintenant que :
A8 >0/ popl(e) > Be e Ve (5.15)

Le potentielpyp(€) défini par (5.14) s’exprime sous la forme équivalente aulig :
® Sie + V699 > 0 alors
1 E,
pop(e) = 5 {

5 (€11 + a1€22)” + Eaedy + 2Gha(€], + 631)]

1 — viovy

o Si €11 + V91699 < 0 alors

pop(€) = =

[ EC
2

m(eu + 1/21622)2 + EQGgQ + 2G12(6%2 + 631):|
Dans les deux cas, la forme obtenue correspond au potémrelodynamique d’'un matériau
élastique linéaire orthotrope. On en déduit que :

® Si€y + €99 > 0alors3f; > 0/pop(e) > fre:e Ve

® Sieg + o699 < 0alors3ify > 0/pop(€) > fre: e Ve
Choisissons} = min(/3, 5,). La propriété (5.15) de coercivité du potentigp(e) est alors
démontrée.

La loi de comportement dérivant de ce potentiel étantinaet toutes les hypotheses de
la section 4.1.3 sont réunies pour prouver I'existencigtdité d’'une solution au probleme
elastique de référence.

5.3.4 Une loi de comportementelastique non-linaire par morceaux
avec une cfinition biaxiale de I'état de traction-compression (uti-
lisation de la decomposition de Kelvin)

Les deux précédents modeles utilisent une définitiorvuale de I'état de traction-
compression pour n’introduire que des grandeurs ideniifagur les essais expérimentaux
disponibles. Ces essais ne permettent en effet que I'ebtedtinformations sur la chute
du module d’Young longitudinal pour une sollicitation dadtion ou de compression lon-
gitudinale (c’est-a-dire dans le sens des fibres). La higat®on a donc été restreinte aux
comportements en traction et en compression élastiquestarpes ou seul le module
d’Young longitudinal differe dans les deux états. Uneact&risation expérimentale biaxiale
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a I'échelle du pli élémentaire de la dissymétrie de portement en traction-compression
est nécessaire pour permettre I'elaboration et la vididade modeles de comportement a
I'échelle mésoscopique, c’est-a-dire par choix de pidéthermodynamique.

Nous proposons ici d’adapter le modele de comportemaetitrteénsionnel anisotrope
elastique non-linéaire dissymétrique en traction-poession présenté dans la section 5.1
au cadre de I'élasticité bidimensionnelle sous I'hygsth des contraintes planes en sup-
posant que les lois de comportement de référence endmnaeti en compression sont
elastiques linéaires orthotropes. Lidée forte de celéd® est que les identifications des
lois de comportement €élastiques linéaires orthotropesraction et en compression sont
suffisantes pour définir le potentiel thermodynamique qodélise la dissymétrie de com-
portement en traction-compression. La définition de aiisymétrie de comportement uti-
lise alors I'ensemble du tenseur des contraintes et est diax¢éale. Ce modele qui est
un cas particulier de celui présenté dans la section 5.l compatible avec I'algo-
rithme d’optimisation. Son utilisation pour modéliserdemportement dissymétrique en
traction-compression de matériaux composites a fibnegues reste bien sir a valider sur
des résultats expérimentaux.

Décomposition de Kelvin d’un tenseur de souplesse orthotrap

On se place dans le cadre de I'élasticité bidimensioasellis I'hypothese des contraintes
planes. Considérons un matériau élastique linéaifeotmope. Son potentiel thermodyna-
mique écrit en contraintes est :

1 1
pow(a):§a:5:0:§(A:a):(A:a)
Le tenseur de souplesSeest défini par les termes non-nuls :

1
S = N

_ 1
Sog09 = o

(5.16)

— — o
51122 - 52211 - 12

_ _ _ _ 1
51212 - 51221 - 52121 - 52112 — 4G1s
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et la décomposition de Kelvid de S est définie par les termes non-nuls :

.

| 1 (—By + By + VA2 [ BEBEVA (B By 4 A2 [ BtV
i = 2 2 — 2(BE1-B») + — 2(E1—E»)
W2E3, 2 T E2+f 2 —E1+E+VA
[ E1+Es+VA [ E1+FEy—VA
]_ ElEg EIEZ
A2222 - T = 9 2
< B E1 Ez+f - —E1+E2+f
A — 4 . Egl/m E1+E2 \/_ E1+E2+\/Z
1122 — 412211 — \/ﬁﬂ E1E2 E1E2
Ato1o = Ao = A0 = A L \/
1212 — 1221 = /12121 — A2112 — 9 2G12
L avec A = (B, — E»)* + 4E3v3,

(5.17)

Introduction de la dissymétrie en traction-compression

Pour introduire la loi de comportement dissymétrique ection-compression, on
procede comme dans la section 5.1.2.

On introduit deux tenseurs de souplesgeet S? qui définissent les comportements
elastiques linéaires orthotropes respectifs danetlti traction et dans I'état de compression.
On noteA et B les décompositions de Kelvin d&' et SZ. On définit alors le potentiel ther-
modynamique qui prend en compte la dissymétrie de comperieen traction-compression
sous la forme :

pop(0) =5 (A:o), : <A:0>++% (B:o)_ :(B:o)_ (5.18)

| =

Ce potentiel est continlment différentiable, convexeostpatible avec I'algorithme d’opti-
misation (voir section 5.1.2). La loi de comportement caundi associée s’écrit :

e:poalg(aa):A:(A:0>+—B:(B:a>_

Expression de la loi de comportement par morceaux

Il est alors possible d’écrire explicitement la loi de cartpment morceau par morceau.
Placons nous dans le repere des fibres dans lequel le tefesecontraintes s’écrit

(011 U12>
g =
012 022
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OnnoteT? = A:0 et TP = B : 0. Ces tenseurs s’écrivent :

TA _ <A1111011 + A1122022 2A1212012 > (5 19)
2A1212012 A1122011 + A2222022

TB _ (BnnUn + Bii122092 2B1212012 > (5 20)
281212012 Bi122011 + Ba222099

On détermine les valeurs proptBs’” etT)/? deT4/5 :

A/B A/B A/B A/B A/B?2
TA/B - Tll/ + T22/ - \/(Tll/ - T22/ )2 + 4T12/
Y=

2
A/B A/B A/B A/B A/B?
TA/B - Tll/ + T22/ + \/(TH/ - T22/ )2 + 4T12/
=
2

SiT/ etTy; sontnégatifs, (A:0), =0 = A:(4d:0)

SiTP etTE sont positifs, —(B:o) =0 = —B:(B:o) =0

SiT/ etT}; sontpositifs, (A:0), =A:0 = A:(Ad:0),=A:A:0=8%:0

+

SiTP etTH sontnégatifs, —(B:o) =B:o0=-B:(B:o) =B:B:0=S%:0

Si T} est positif etT;} est negatif, la partie du potentiel thermodynamique relativée ae
met sous la forme :

1 1 2 2 2 2
§(A:a>+:(A:a>+:Z<Tﬁ + Ty + 274 —(Tﬁ+T£)\/(T{}—T{§)2+4T{§>
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La quantited : (A : o) s’écritalors :

.

(Allll - AIIQZ)(TSQ - TQAZQ)
2\/(T# — Ty + 4T

A + Ang) 2
~ (Aun ! 1122 \/(Tﬁ—TQ‘a)ZJrZLT{% )

1
2

(A:(4:0)),,

(AnnTﬁ + A1122T2A2 -

(A2222 - A1122)(T2é2 - TII?Q)
2\/(T{} — Tg)? + 4T
_ i ; A) \/(Tu —Ty)? + 4T122>
T4 + Ty
VT~ Ty 44Ty’

<A1122Tf} + A2222T£ -

NN

4 (A:(A:0>+)22:

(A . <A . O'>+)12 = Alglngg 1-—

(5.21)

Si TP est regatif et T2 est positif, on retrouve I'expression (5.21) powB : (B : o) _,
avec les tenseurB et T” a la place del et T4.

Si T} est regatif et 77} est positif, la partie du potentiel thermodynamique relative ae
met sous la forme :

1 1 2 2 2 2
§<A:a>+:<A:a>+:Z<Tﬁ + Ty + 2075 +(Tf}+T{§)\/(T{}—TQ‘§)2+4T{§>

La quantited : (A : o) s’écritalors :

( (A1 — A1122)(Tﬁ2 - Tzéz)

2\ (T4 = Ty + 4741
(Ay111 + Ar122) 2
+ : \/(Tfi —T5)? + 471
(Agazo — A1122)(T2/%2 - Tﬁg)

2
2\/(T# — T + 4Ty}

A A
+( 1122—5 2222)\/(TS—TQ‘%)2+4T£2>

1
(A:(A: 0>+)11 =3 <A1111Tﬁ + AnTy +

<A1122Tﬁ + A2222T£ +

DN =

J (4450}, =

T{ + Ty
(A . <A . O'>+)12 = A1212T1AQ 1+ 1 22 5
\ V(T4 — Ty 4 4T

(5.22)
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Si TP est positif etT/ est regatif, on retrouve I'expression (5.22) powB : (B : o) _,
avec les tenseuB et T8 a la place del et T4.

Si les deux valeurs propres @&' sont de méme signe et si celles i sont de méme
signe, la loi de comportement obtenue est linéaire en aonés sur le morceau considéré.

Par contre si les deux valeurs propresTde sont de signe opposéd, : (A : o), est
non-linéaire en contraintes (eq (5.21) et (5.22)). Alors A : (A:0), — B : (B :0)_est
non-linéaire en contraintes sur le morceau considawd, dans le cas dégénéré Bu= A
pour lequel on retrouve la loi de comportement élastiguédire (et symétrique en traction
et en compression). De méme si les valeurs propreB dent de signes opposés, la loi de
comportement est non-linéaire sur le morceau considéré

La loi de comportement dérivant du potentiel (5.18), avaarehoix deS“ et deS”? des
lois de comportement élastiques linéaires orthotrogetgjonc définie sur certains morceaux
par une loi de comportement élastique linéaire et surttéaypar une loi de comportement
elastique non-linéaire.

5.3.5 [Efinition d’'un nouveau modele de comportementélastique
linéaire par morceaux avec une dfinition biaxiale de I'état de
traction-compression

La loi de comportement obtenue dans la section précédssitélastique linéaire et
non-linéaire par morceaux. Le comportement peut dore rédn-linéaire alors que l'on a
fait I'hnypothése d’'un comportement élastique linéalams I'état de traction et dans I'état de
compression. Nous proposons ici un modele original, tmgjdasé sur les decompositions
de Kelvin, qui permet d’obtenir une loi de comportementsttpie linéaire par morceaux
avec une définition de I'état de traction et de I'état depoession biaxiale qui fait intervenir
les composantes;; etos, du tenseur des contraintes.

Dans le modele précédent, si on se place dans le casyb@rtiou o, = 0 dans le
repere des fibres, alo&s = T5 = 0 (voir eq (5.19) et (5.20)). Alorst : (A : o), et
—B: (B :o)_restentlinéaires em; etoy quelque soit les signes dé“/B etTI‘}/B.

Cette remarque nous indique que l'introduction de la digdyiende comportement en
traction et en compression dans le cadre de la décomposiEdelvin implique une loi
de comportement linéaire par morceaux si les contraimtes)’interviennent pas dans la
définition de la dissymétrie. Autrement dit, en scindanpbtentiel thermodynamique en
deux termes distincts dont un n’est fonction que des cansd -, la loi de comportement
obtenue apres introduction de la dissymeétrie de compuate en traction et en compression
sur le terme ne faisant pas intervemjs est élastique linéaire par morceaux.
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Décomposition de Kelvin partielle d’'un tenseur de souplesselastique linéaire ortho-
trope

Considérons I'écriture du potentiel thermodynamigye (o) dans lerepere d’orthotro-
pie du makriau sous la forme :

1 1 [ o? o2
= Zg*:S*:o* - 12 21
piblo) =30 73 <2G12 MbTem
1 1 [ o? o2
— Z(A* - g% (A* - o - 12 21
y (A707) U)+2<2G12+2G12

ou I'on a noté
o 0
O'* — 11
0 o2

ouS* =S (eq (5.16)) sauf pour les termés,,, = S99 = S5110 = Sa191 = 0,
etouA* = A (eq (5.17)) sauf pour les termes,,, = Aoy = A5 = As1oy = 0.

Introduction de la dissymétrie de comportement en traction et en compression

On considére deux tenseufs’ et S*P définis a partir des tenseuss et S? de compor-
tement élastiques linéaires orthotropes d’un pli coritpamidirectionnel respectivement en
traction et en compression.

On détermine les racines carrées (au sens de la décdiopesie Kelvin)A* et B*
de 5*4 et S*B. On définit alors, dans leepere d’orthotropie assoéia S et S?, le po-
tentiel thermodynamique qui prend en compte la dissyeéei comportement en traction-
compression sous la forme :

W)= @), Aoy By (B oy L (g
ag) = — e . .o — .o . .0 —
Po 2 + +7 9 - -T9\2G, 26,
(5.23)
Le tenseud* : o* s'écrit :
At (A’ﬁuau + Al19902 0 )
0 Al192011 + ASgpy022

Donc

(<A* : 0*>+)11 = (Al o1 + Al1g9022) H(AJ 1011 + AT19502)
(<A* t0%) )22 = (AT122011 + A3pp9022) H(AT 190011 + A3995022)
({47107, ), = ((A7:0%),),, =0

+
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En considérant quE(x)? = H(z), on obtient :

(A" U*>+ (AT U*>+ = (Al 01 + AT122022)2 H(A7 011 + Af199092)
+ (A’{122011 + A;222022)2 H(A’f122011 + A;222022)

Par un raisonnement analogue, on a :

: <B* : U*>_ = (3*111‘711 + BT122022)2 H(_(Bfnlall + BT122022))
+ (Bf122‘711 + B;222‘722)2 H(_(BTIQZO-H + 35222022))

Et le potentiel (5.23) se met sous la forme :

1 * * * *
POT/)(U) = §< (A1111011 + A1122022)2 H(Annall + A1122022)
+(AT122011 + A§222022)2 H(AT122011 + A§222022)

+(BT111011 + Bi‘122022)2 H(_(Bflnall + Bf122022))

O’2 0'2
+(Bi1g2011 + 35222‘722)2 H(—=(Bj 122011 + B3yg092)) + 2z 42
2G5 2Go
(5.24)

Ce potentiel est continiment differentiable et la loi denportement élastique linéaire par
morceaux associée s’écrit :

.

* * * * * *
. o Al (Ao + A1122‘722>+ + Al (Al 19011 + A2222022>+
11 - * * * * * *
— Bl <B1111011 + B1122022>7 — By <B1122011 + 32222022>7
* * * * * *
Vs — Alrgs (AT111011 + AT199022) | + Aggy (AT199011 + Adp0022) (5.25)
22 - * * * * * *
+ B2 <B1111011 + B1122022>7 + Bigoo <B1122011 + B2222022>7
012
€12 =
\ 2G1o

Applicabilit & de I'algorithme d’optimisation

Calculonss : py 242 -

oo
dporp(o)
* * *
011 90 = Alnon(Afon + Aljg02
11

* *
Alon + A1122‘722)
%

+ Alj9011
*
+ Bii1011

*
+ Biip011

* * * *
Af192011 + Adg99022 Al199011 + A2222022)
* *
( 111011 + B1122022))

* *
1122011 + 32222022))

(
(
(Bflllo.ll + BT1220'22 —(B
(B —(B

* *
1122011 + B3ggg092
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Par un raisonnement analogue :

oY(o .
UZQPOM: A1122022

* *
Aljon + A1122U22)
80'22

*
1111011 + Al 192022

Ali92011 + A2222‘722)
( 111011 + B1122‘722))
—(B

1120011 + B;QQQUZQ))

*
1111011 + Bi95022

(A
A5999029 (AT 192011 + ASg09090
+ Bl122022(

(B

*
+ B3yye092(Bi199011 + B3gga022

Les termes relatifs a,, eto,; S'é€crivent :

o 8w(0) — 012
1200 78012 12 2G 1,
. (o) .o
2100 78021 21 2G1s
Donc
aw o * * * *
o po 3(0 ) = (Afom + 141122‘722)2 H(AT 011 + Af120022)

* * 2 * *
(A1122‘711 + A2222‘722) H(A1122‘711 + A2222022)

+
+ (Bflnall + Bf122‘722)2 H(_(Bﬁnall + Bi‘122‘722))
+

0%2 i U%l

(Bf122011 + 35222022)2 H(_(BTIQZO—H + 35222022))

En comparant I'équation précédente avec I'equatio®4 on obtient :

oY(o
Po 2(0 ) = 2po¢(0)

Par application du théoreme de proportionnalité (secti.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamiquey (o) et le potentiel dual par transformée de Legengre(e) sont,
quelque soiento, €) qui vérifient la loi de comportement, tels que :

pop(€) = potp(o)
En dénotant toujours les parametres d’optimisatiny;), on a donc
da=1€R/ pople) =apop(o) Y(0;,a;), Y(o,€) quivérifient la loi de comportement

En conclusion, I'algorithme d’optimisation décrit damassection 4.2.4 peut &tre utilisé avec
la loi de comportement élastique linéaire par morcealefinidion biaxiale de I'état de
traction-compression (5.25).
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5.4 Exemples nungriques pour un materiau composite
a fibres longuesa loi de comportement orthotrope
élastique lineaire par morceaux

Dans cette section, on s’intéresse a la mise en ceuvreriguaéle I'algorithme d’op-
timisation basé sur la compliance a parametres digslprésenté dans le chapitre 4 en
considérant :

e une membrane monocouche d’épaisseur totale constante,

e un matériau composite a fibres longues curvilignes degtmm variable,

¢ la loi de comportement élastique non-linéaire dissyigéé en traction-compression

de type orthotrope élastique linéaire par morceauwsgrée dans la section 5.3.3.
On se place dans le cadre de I'élasticité bidimensioarsls I'hypothese des contraintes
planes. Deux parametres d’optimisation distribués pasten compte : I'orientation locale
des fibres noté@ et leur proportion locale notée. Le terme de codt est choisi linéaire en
fonction de la proportion de fibres uniquement :

Cout(a) = k:/ adS

S

Le critere a minimiser est la somme de la compliance et da defini ci-dessus :

Crit(0, o) = / fudS+ [ F.uds+ k/ adS
s

I't S

La loi de comportement élastique non-linéaire dissymaé en traction-compression uti-
lisée dérive du potentiel thermodynamique présenités ¢asection 5.3.3 :

1 U%l 1 1 2 032 Vi2 0%2 051
S A VR I | [ In o2
(@) =3 [EI + (Ef E1> ouHl=on) + B = 2o+ St

Dans la section 5.3.3, il a été montré que

e ce potentiel est convexe et continliment differentiable,

¢ le probleme élastique de réference défini a 'aideadeilde comportement associée a
ce potentiel possede une solution unique,

e ce potentiel et son potentiel dual par transformée de Legesont proportionnels et
méme égaux, et donc que l'algorithme d’optimisation tug utilisé avec la loi de
comportement associée,

e |'expression du potentiel thermodynamique dual peut@éterminé explicitement.
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La loi de comportement associée au potentiel précéederts

)
€11 :%11 + <ELIC - Ei1> o H(—on1) — %?022
€22 = — 2022 7

E1 EQ
€1p = 012
\ 2G 19

L'expression du potentiel thermodynamique dpab(¢) est :

1 E
pople) = o | ————(e11 + varem)? + Eaely + 2G12(hy + €3))
2 1 — V1991
Ef Ey 9
_ H(—
+ (1 — 1/1021/21 1 — Uiotis (€11 + vo1€22)" H(—(€11 + v21€92))

et la loi de comportement associée s’écrit :

4 El
on = ————(€11 + €
=g 1/12”21( 11+ Vo1€22)
EY B
" B + v H(- + v
<1 — v 1 — vy (€11 + varean) H(= (11 + v21622))
E
) T22 = 171(611 + va1€22) + Faegy
— V1221
EY B,
+ N + H(— +
(1 - V?QVQI 1 — viov9 (611 V21622) ( (611 V21622))
\ 012 = 2G12612

(5.26)

Pour finaliser I'outil numérique effectuant I'optimisati de la membrane composite
considérée, il reste a

1. Expliciter le calcul de la loi de comportement homogdé@é en fonction des parametres
d’optimisation.

2. Mettre en ceuvre numériquement le calcul par élémeamssdu champ de déplacements
solution du probleme élastique de réféerence et le talaichamp de contraintes as-
socié (cette étape correspond a la minimisation glopaterapport aux contraintes a
parametres d’optimisation fixes).

3. Expliciter la minimisation locale par rapport aux paedres d’optimisation a
contraintes fixées.

Ces trois points sont I'objet des sections suivantes, pnigxemple numeérique est
présente.
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5.4.1 Calcul de la loi de comportement homaogreise

Les parametres matériduy, EC, Es, v, et G, doivent étre exprimés en fonction des
parametres matériau des constituants élémentaibesgfet matrice) et des parametres d’op-
timisation. Différents processus d’homogénéisatienyent &tre considérés. Ce choix est lié
a la volonté d’obtenir une minimisation locale explicitans le but de minimiser le colt de
calcul de cette étape de I'algorithme d’optimisation.

Dans la section 1.4.3, il a été rappelé les travaux deelT@2] qui permettent, lors
de l'optimisation d’'une membrane composite monocouclepaSseur constante a fibres
longues curvilignes de proportion variable, d’obtenir um@imisation locale explicite en
utilisant la loi des mélanges comme processus d’homgigation. En généralisant cette ap-
proche pour prendre en compte la dissymétrie de compontearetraction-compression,
une méthode d’homogénéisation qui aboutit & une msation locale explicite peut étre
définie.

Les fibres sont supposées avoir un comportement éladiitgegre isotrope transverse
et la matrice un comportement €lastique linéaire is@rd@pn utilise un indicef pour les
grandeurs relatives aux fibres et un indiegour les grandeurs relatives a la matrice. Pour
les parametres matériau intervenant dans la loi de caexpent homogénéisée dans I'état
de traction, qui est alors supposée étre élastiquailieérthotrope, la loi des mélanges
s’écrit [15] :

Ei=aEn+ (1 —a)E, vio=oavpe+ (1 —a)u,

«Q 1—a\ ! a 1—a\ ! (5.27)
E = P — G =
’ (Efz " Em ) " (wa " Gm >

Certaines considérations doivent étre prises en comqtedefinir le module d’Young lon-
gitudinal en compressioR" en fonction de la proportion de fibres :

o B¢ < Ey Va € [min, Ymaz]

e By < EY Va € [amin, Cmaz)

e sia=a,,=0E°=FE =E,
De plus, cette définition doit étre choisie dans l'optigieerendre la minimisation locale
par rapport aux parametres d’optimisation a contraifixées la plus simple possible, voire
explicite, dans le but de diminuer le colt numérique deedgtiape. Un choix possible d&’
en fonction de la proportion de fibres qui satisfait les cbads précédentes est d’introduire
un parametrés, et de définirE’ sous la forme :

Ef =aEf + (1 —a)E, avec Ej < Ef <Ep (5.28)

Il est important de noter que le paraméEﬁ n'a pas de sens physique particulier concer-
nant la fibre seule. Ce parametre est introduit uniquemeumt permettre la définition d’'un
modele de comportement homogénéisé dissymétriqaiaetion-compression caractérisant
le microflambage des fibres en compress@ﬁ.ne permet donc pas de caractériser le micro-
flambage d’une fibre seule, mais seulement le micro-flambagédilores noyées au sein de
la matrice.
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Valeurs numériques

Pour tous les exemples numériques présentés dansdadsuie chapitre, on considérera
des fibres de kevlar et une matrice epoxyde. Pour les fibres\darksupposées élastiques
linéaires isotropes transverses, on utilisera les valeumériques des coefficients matériau
intervenant dans la loi de comportement dans le plan des ffuigantes :

Ep = 139400 MPa  Ejy = 9580 M Pa
Vig = 0.37 Gf12 = 3450 M Pa

Pour la matrice epoxyde, supposée élastique linéaotoise, on utilisera les valeurs
numeériques des coefficients matériau suivantes :

E,, = 3450 M Pa Vy, = 0.3

La valeur du param(‘etré?}?1 utilisée est choisie arbitrairement en respectant la natip
Efy < Ef) < Ey,. On utilisera la valeur :

Ef} = 0.9Ef = 125460 M Pa

Pour une proportion de fibres @6%, ces valeurs numériques impliquent les valeurs des
parametres du matériau homogénéisé suivantes :
e matériau élastique linéaire orthotrope dans I'étatrdetion :

E, =85020 M Pa E, = 5600 M Pa
Vig = 0.34 G12 = 2100 M Pa

e matériau élastique linéaire orthotrope dans I'étatai®pression :

E, =76650 MPa FE, = 5600MPa
Vig = 0.34 G12 = 2100 M Pa

5.4.2 Mise en ceuvre nurarigue du calcul par élements finis

Le calcul par éléments finis a deux objectifs principauxegard de I'algorithme d’opti-
misation. Le premier est la résolution du probleme de misation globale par rapport aux
contraintes a parametres d’optimisation fixés. En éfathamp de contraintes solution de
ce probleme de minimisation n’est autre que la solutionrleme élastique de référence
en vertu du théoreme de I'énergie complémentaire. luxidene objectif est la connaissance
explicite du champ de contraintes associé a un jeu de nsatkas parametres d’optimisation
pour pouvoir effectuer la minimisation locale par rapparx parametres d’optimisation a
contraintes fixées.

D’un point de vue numérique, le calcul du champ de conteaisolution du probleme
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elastique de référence peut s’effectuer par un calauki@ments finis en déplacements avec
un calcul des contraintes en post-traitement par utibsalie la loi de comportement.

Calcul par élements finis en @placements

Sion considere un état de traction-compression (hiétdonné, la loi de comportement
o= poa“g—f) est linéaire en. Il est alors possible de discrétiser le systeme d’@gngiar
utilisation de la méthode des éléments finis pour obtemisysteme linéaire a résoudre. Le
calcul de la solution du systeme linéaire obtenu pernmsda définition d’'un nouvel état
de traction-compression. Cette procédure est iterée @gorithme 1). Quand deux états
de traction-compression successifs sont identiques, tantlun champ de déplacements
solution du probleme élastique de référence et I'éatraction-compression associé. Le
champ de déplacements obtenu est alors la solution dugmebglastique de référence car

celui ci possede une solution unique (avec le choix de lddaiomportement considéré).

Algorithme 1 Calcul par éléments finis en déplacements

Initialisation : Choix deI'C(®)
boucle

Calcul par élements finis avgeC ™) = (™ {Probléme linéairg

TC™ <« TC(u™)

Verification de la convergencel)C™ = TC1 ; continuer si nécessaire
fin boucle

La mise en ceuvre numeérique de cet algorithme a été eHfealans le code MODU-
LEF en utilisant un élément isoparamétrique a 4 nceuds ane interpolation de type Q1
Lagrange (en élasticité linéaire cet élément esbdané QUAD 2Q1D dans MODULEF).
Numeériquement, I'algorithme converge toujours en moiasbdtérations independamment
de la finesse du maillage. La solution obtenue est indépeadde I'état de traction-
compression initial, et un raffinement du maillage n’afteptas la répartition globale des
zones en traction et des zones en compression.

Calcul du champ de contraintes

Le champ de contraintes est calculé en post-processeutilisant la loi de compor-
tement expliciter = poa“g—(:) (équation (5.26)). L'état de traction-compression agsau
champ de déplacements solution étant connu, la loi de oderpent se résume a une loi
de comportement €lastique linéaire non-homogéene strdature. Numériquement, le mo-
dule de calcul des contraintes de MODULEF (denommé STREXX donc pas eu a étre
modifié.
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5.4.3 Mise en ceuvre nurarique de la minimisation locale

Les parametres d’optimisation, orientation locale dwerepl’orthotropie du matériau et
proportion de fibres, sont supposés étre constants squet&Eément fini et variables d’'un
elément fini a l'autre.

Les potentiels thermodynamiques duaux dont dérive lada@a@mportement considérée
sont égaux. La grandeur locale a minimigeest donc la somme du double de I'énergie
complémentair@pyi) (o, 8, «) et du colt locaka, c’est-a-dire :

(0, ) = 2pgtp(0, 0, ) + ka (5.29)

Dans cette optique, nous allons expliciter la minimisatamale par rapport aux parametres
d’optimisation qui est effectuée sur chaque élémentfintonsidérant un état de contraintes
fixé. Elle est consécutivement constituée d’une minatids par rapport a I'orientation a
proportion de fibres fixée et d’'une minimisation par rappdg proportion de fibres a orien-
tation fixée.

Soito; etoyy les deux contraintes principales dans I'element casicivedo; ;| < |oy|.
L'angle 6 est défini comme 'angle de rotation entre la direction gipale des contraintes
associée a; et la direction d’orthotropie du matériau de plus grandgdrié, c’est-a-dire
celle qui correspond &, et EC.

Minimisation locale par rapport a I'orientation locale a proportion de fibres fixée

Comme la coit locata ne dépend pas de l'orientation locale, cette étape setrada
minimisation de I'énergie complémentaire a proporii@fibres et a contraintes fixées.

Dans le cadre de la minimisation ou de la maximisation deef§ie complémentaire
locale, I'orientation optimale d’'un matériau élastigiraire peut étre déterminée analyti-
guement [19] (voir section 1.4.1). En utilisant les notasiale I'article, on définit :

1 E 1 E, E
52:—(1——1> 53:—<1+—1——1+2u12>

2 EQ 8 E2 G12
_ g ¢ = B ltnp
o1 4031 — p

En considérant un matériau pour lequel

E\E,
E1 + (1 + V12)E2

G < (5.30)

les résultats de I'angle optimal sont présentés darableau 5.1.

La loi de comportement (5.26) considérée est €lastimé@aire orthotrope par morceaux.
Supposons que la condition (5.30) suk, est verifiee dans I'état de traction et dans I'état de
compression quelle que soit la valeur de la proportion dedikvoir remarque a la fin de la
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Tableau 5.1 —Orientation optimale minimisant I'énergie complémérgalocale a
contraintes fixées dans le cas d’'un matériau élastigqpéaiiie orthotrope pour lequét s <
E1E5/(E1 + (1 4 v12)E>»)

Minimum Maximum
<1 0 =0 (global)| # =+ arccos(—()
6 =n/2 (local) | § = —arccos(—()
([>1[6=0 0 =n/2

Tableau 5.2 —Orientation optimale minimisant I'énergie complémergéocale dans le cas
de la loi de comportement élastique non-linéaire dissyigie en traction-compression de
type (5.26) dans le cas particulier défini par (5.31).

orr <0 |or>0
' — = 1 — E,/E¢
o <0lg=0 |SH> 1o alorsf =0 (avec o = 2/ 1>
Si 11 < —pg alorsf = /2 1 — Ey/Ey
or>0160=0 0=0
section), c’est-a-dire
E\E,
G12 <
E,+ (1+vp)E
Vo € [mins Cmac] ' (ECE 12) (5.31)
G12 < 172

E¢ + (1 +v5)E,

La minimisation locale de I'énergie complémentaire @partion de fibres fixée et a
contraintes fixées pour un matériau élastique noralreéa loi de comportement de
type (5.26) peut alors se résoudre analytiquement. Ledte#s sont présentés dans le ta-
bleau 5.2. Leur démonstration est présentée dans baBe

Un nouveau cas apparait par rapport au cas de I'élastin@aire orthotrope. Il corres-
pond a un état de contraintes pour leguek 0 eto;; > 0. Le passage d’'un angle optimal de
0°a90° se produit lorsque le rappett /o devient proche de -1 (par valeurs supérieures),
pour une valeur critique qui est fonction des parametre&maa des lois de comportement
orthotropes en traction et en compression. La directiom@gd est alors alignée avec la di-
rection principale des contraintes associée a la corirairincipale qui n’est pas maximale
en valeur absolue.

Remarque. La propriéte (5.31) aéte \erifiee nunériguement en tragant les courbes de la
difference des deux membres des deégatitts dans les cas de traction et de compression
POUr & € [(min; hmaz] AVEC le jeu de valeurs nigriques @fini dans la section 5.4.1.
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Minimisation locale par rapport a la proportion de fibres a orientation locale fixee

Cette étape consiste en la minimisation de la grandeuldaca, 6, o) (voir eq (5.29))
par rapport a la proportion de fibres a orientation locake @ntraintes fixées.

L'étape precédente a permis de déterminer I'anglenogitentre la direction principale
des contraintes associée a la contraintes principalaaximale en valeur absolue et la di-
rection d’orthotropie de plus grande rigidité (c’estlige suivant la direction définie pdf;
etEv).

Casalo;r >0:

Sio; > 0, cet angle optimal et = 0°. La contrainte longitudinale est donc dans ce
caso; et est positive. Comme la minimisation locale par rappdatfgroportion de fibres est
effectuée a orientation locale fixée et a contrainte=efsx cela implique que la loi de compor-
tement dissymétrique en traction-compression se réldni$ ce cas a la loi de comportement
élastique linéaire orthotrope définie dans I'état @etion.

Le double de I'énergie complémentaire s’écrit alors :

O'2 0'2 140
) 0 S BT B Y
potp(a,0, ) 7, + 7, 7, o101
En tenant compte des équations (5.27), la minimisatiomdgdndeur locale(«) aboutit &
la résolution d’'un polyndme de degré 2 [62] dont les Sohg sont explicites.

Casalo; <0etf =7

Ce cas se produit quand; > 0 et —1 < pu < —yq (voir tableau 5.2). La contrainte
longitudinale est donc dans ce cag et est positive. Comme la minimisation locale par
rapport a la proportion de fibres est effectuée a oriemtabcale fixée et a contraintes fixées,
cela implique que la loi de comportement dissymétriqueractibpn-compression se réduit
dans ce cas a la loi de comportement élastique linéatfotope définie dans I'état de
traction.

On se retrouve alors dans la méme situation que le casgeat”

Casdlo;<0etf=0°:

En considérant que; < 0, ce cas se produit dans deux situations (voir tableau 5.2) :
e 0;7<0
e o7 >0 et u>—p
La contrainte longitudinale est donc dans ce e¢a®t est négative. Comme la minimisa-
tion locale par rapport a la proportion de fibres est effeeta orientation locale fixée et
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a contraintes fixées, cela implique que la loi de compoetgndissymétrique en traction-
compression se réduit dans ce cas a la loi de comporteet@stique linéaire orthotrope
définie dans I'état de compression.

Compte-tenu des équation (5.27) et (5.28), la grandeatdg¢n) & minimiser s’écrit :

1 s aEp+(1—a)B, , avey + (1 — a)vy,

_ - k
0BS +(1—a)B, ! FrEm 0 aE; +(1—a)b, 0

g(@)

La dérivée dgj(a) se met sous la forme :

dg(c) A, + Bia + Cia? + Dio® + E ot

do EpE, (0Ep + (1 - )E,)? (aBS + (1 — a)Ey,)

2

~

ou

(A, = B}, [kEngfn — Eps(ES, = Em)o} — En(Eps — E)o%s — 2E o (Emipis — Eflum)ajan}
B, = 2E?, [kEngfn(Efl + Ef) = 2Ep) — Efs(Epy — Ep)(E§) — En)o}
— En(Eps — En)(Ept + B, — 2B0)0%; + 2E2(Em — ES)) (B — Efll/m)alan]
Oy = Ep, [kEngfn(E?I +4EH ES + ES,” = 6(Ep1 + ES)Ep + 6E2,)
— Epy(Ef1 — En)?(Ef) — Em)o] — 2Ep2(E§), — En)*(Emvpia — Ept vi)oronr
+ Eni(En — Epa) (B3, + BS,” + 4B Ef, = 6(Epy + E§))Ey + 62,)0%]

Dy = 2En(Ep1 — En)(E§) — En)(Eft + Ef; — 2En)(kEf2Em + (Em — Ef2)07))
\ B = (Efl - Em)z(EJ?l - Em)2(kEf2Em + (Em - Ef2)0'%1)

La minimisation de la grandeur locajéa) aboutit donc a la résolution d’un polynéme de
degré 4 dont les solutions sont explicites.

Remarque sur le caracere explicite de la minimisation locale

Sior > 0, ou bien sio; < 0 eto;; < 0, la minimisation par rapport a I'orientation
locale ne dépend pas de la proportion de fibres. Donc, apr@sninimisation par rapport
a l'orientation locale et une minimisation locale par ragipa la proportion de fibres, la
minimisation est terminée. Elle est donc numériquemeplicte.

Sior < 0etorr > 0, le test sup + p1 (voir tableau 5.2) est fonction de la proportion de
fibres. Les deux minimisations par rapport a I'orientagb®@ la proportion de fibres doivent
donc théoriquement étre itérées. Dans la pratiguepsemve que la convergence est obtenu
apres les deux minimisations initiales. Ceci peut s’ par le fait que la proportion de
fibres a une influence faible sur le parametse On observe donc que dans ce cas aussi la
minimisation est numériquement explicite.
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Figure 5.2 — Représentation schématique de la membrane et des aosddux limites
appliquées

5.4.4 Exemple nungérique

On considere une membrane en élasticité bidimensiarsglus I'hypothése des
contraintes planes (figure 5.2). Ses cotés ont pour lamg@en et 1 m. Sur un des cotés
est imposé un déplacement nul et sur un autre un effaidu€ vertical de norme égale a
25 N.m~!. On considere des fibres de kevlar et une matrice epoxyde/dleurs numeériques
des coefficients matériau utilisés dans la loi de compoetg sont données dans la sec-
tion 5.4.1.

Les calculs ont été effectués pour trois lois de compoeia différentes :

° Efc1 = Ey, (loi de comportement élastique linéaire),

° E](c}l =0.9F,

° E?l = 0.5E.
Le troisieme cas, bien que non observé expérimentalepmur un matériau composite
constitué de fibres de kevlar et d’'une matrice epoxyde awidéré pour mettre en évidence
d’'une maniere plus visible la difference de répartitigriimale de fibres avec le cas élastique
linéaire. Dans ce cas, la condition (5.31) 64, est toujours vérifiée.

Le parametré: du terme de colt est choisi égadl.a S1. La proportion de fibres est auto-
risee a varier entre@ et 0.6. La proportion de fibres initiale est choisie égale:de matériau
initial est donc élastique linéaire isotrope et idenéiquour les trois lois de comportement
considérées.

Les valeurs optimales du critere et les valeurs des conqai et colts associés sont
présentées dans le tableau 5.3 avec un critere nosralisdans le cas de la loi de compor-
tement élastique linéaire. Les répartitions optimalesutissent a un cott different dans les
trois cas : plus le comportement en compression est diff@he comportement en traction,
c’est-a-dire pIusE]?1 est petit, plus le colt final est grand. La compliance opggraagmente
aussi lorsque®’§; diminue, et donc le critére optimal est d’autant plus grgod £, est
petit.

Les répartitions optimales de fibres pour la loi de compoeet €lastique linéaire et
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Tableau 5.3 —Résultats numériques normalisés obtenus pour leddiside comportement
considérées

Compliance| Colt | Critéere
Elasticité linéaire 0.63 0.37| 1.00

EY =09Ey 0.65 |0.38] 1.03
EY =05Ep 081 |0.42] 1.23

pour la loi de comportement obtenue a\Léﬁ = 0.5E, sont présentées dans les figures 5.3
et 5.4. On observe pour la loi de comportement dissymétrequtraction-compression une
augmentation de la proportion de fibres dans la moiti&iediee de la structure par rapport
au cas élastique linéaire. Cette augmentation est ldtagésle la minimisation locale qui,
pour un méme état de contraintes, une méme orientatc@d@t un méme parametredu
terme de codt, aboutit a une proportion de fibres d’authrs plevée queE}?1 est petit. Par
contre, on remarque aussi sur la partie droite de la streiaie modification de I'orientation
locale des fibres. La répartition optimale des fibres damsised’une loi de comportement
dissymeétrique en traction-compression n’est donc pagueament une répartition optimale
obtenue pour une loi de comportement élastique linégage ane augmentation de la propor-
tion de fibres dans les zones sollicitées en compressiars Pertains cas, une changement
de topologie optimale peut apparaitre.

5.5 Conclusion

La méthodologie développée au chapitre 4 pour prouwitisation possible de I'algo-
rithme d’optimisation dans le cas de lois de comportemiastigues non-linéaires dérivant
de potentiels thermodynamiques duaux proportionnel& aiiisée pour étudier quelques
lois de comportement dissymétriques en traction-conspras

Dans le cas d'une dissymétrie de comportement en tractompression liee a la
présence de micro-fissures au sein d’'un matériau endosmmmagis avons introduit une
nouvelle loi de comportement tridimensionnelle élagtiguon-linéaire de type puissance
dissymeétrique en traction-compression qui est utilisgiédr I'algorithme d’optimisation
généralisé défini au chapitre précédent. Cette loc@®mportement inclut les cas élastique
linéaire, élastique non-linéaire de type puissancgg66lastique non-linéaire dissymétrique
en traction-compression [28].

Ensuite, dans le cas d’'une dissymétrie de comportemerraetion-compression d’un
matériau composite a fibres longues, nous avons étudi@adele orthotrope linéaire par
morceaux avec une définition uniaxiale de I'état de tcactompression. Nous avons prouvé
gu'il peut &tre utilisé par I'algorithme d’optimisatiagyénéralisé défini au chapitre préecédent.
Dans le cas de parametres d’optimisation locaux de tymatatiion et proportion de fibres,
une mise en ceuvre numeérigue a été effectuée. Pour e laiprobleme de l'orientation
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Figure 5.3 — Répatrtition de fibres optimale pour une loi de comporterakstique linéaire
orthotrope £, = Ey1)

—~—

~———
S
i A A A
VRN B i e e e e U U B
N Ry iy Ty T iy T Py Py e iy Ty R T T T e T T T T R e T T T T T T S N N N N S SN NN SN SN N N
NN NN Sy Sy Ry Sy Sy Sy Sy S e Sy ey Sy Sy ey Sy Sy Sy Sy Sy Sy ey Sy Sy S Sy Sy Sy Sy Sy Sy Sy iy Sy Ry Sy Sy Sy T By T N N N SN NN NN
NN NN N Ny Sy e S e ey Sy Sy S S S Sy S S Sy S S Sy Sy g Sy Sy Sy iy Sy Sy Sy Ry Ty Ry N Ny N N N N NN N N
N A N A N N O 0 A O A N S S e e e e S e S A e S A S A A A N A S S A S S N S S A A S N N NN RN SN NSNS NN NN NN
B e e N N N N N N N N N N N N e N N N N N N N N N N N N N N N N N N s N N N N
B e e e N N e e e e e N N e e e e e N N R RO NN
R N N N N N N N N N R N N S O N O O N N O N N N S A RS LSRN UL NN
R N N N O O O O O O N O O O R O O O R S S N R S S R S R NSNS ES S SSSSSSN S SN
R R e e N N R O O N R NNy
R R R N N N N O O O O O S N N e O O O e O O O O O O O O O O O e O O O O S N N Y
B N N N O N N N N O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O e R O O N S N O N N RN NS Y
NN RN AN NN NN SN NN NSNS NSNS NSNS SN SANSSANSSNNNNNANNNRNNNNNNNYNY
AP P PPPPPPPP PP PP PP PP P PPPPPPP PP P PP PP PP P PSPPI NNNNNNNN
S AP PPPPPPPPPPPP PP POPPPPPPPPP PP PP PP PP PSP PPI PSS PP PPOINN
AP PP PP PP PO PP PP PP PP PP PP PP PP PP PP PP P PP PP PP APPSO
O ottt et et et et et et ettt et ettt et ettt ettt e ettt e et et et et ettt et e ettt A A
AP PP PP PP P PP PP P PP PP P PP PP P POPP PP PP PP PP PP P PP PP PP PP PP PP POPPP PP P S
S PP PP PP PP 655555565 5 655 55 65 65 5 P 5P 5 P P PP PP P PP PP P PP P PP P PP PP PP PP P PP PP PP OIS PP
PP P55 5 65§55 5 45 45 g5 g5 g5 g g g5 5 g g5 55 g5 5 g 45 5 g5 5 55 P P 5 P 5P 0P P P P P P P P P P PP PP PP PP PP PP PP PP PSSP
P PP PP PP P (PP (P 5P 8 5 5 5 P B P B P B P P B B P T P P 5P 5P P 5P 05 P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP PP PP P PP PP PP
PP P P 4P 4P P P 4P 4P 4P P P 4P 4P 4P P P AP AP P P 5P 1P 4P P P 4P 4P P P 5P 4P 4P P P 4P 4P 4P 4P B 4P 4P 5P P P 5P P P P P P P P P PP P PP P P PP PP PSS
Seses PP PP PP PP PP PP P PP PSSP
ettt ettt ettt et ettt et et et el el vt
ettt ettt ettt el ettt el et el -~
el et et ettt ettt ettt et el el el
-, P P P P P P |
e
-

SNNNNSNSSSNN
SNNNNNNNNNSSNS

\\PPOPPP0887/
Ve

A PPOPOOOS P )8 SNSNNSSSSSN

APPSO

PAPP SIS OINS SN
A s A N RSN NN N NN NN NN NN SN

S

]

Figure 5.4 — Répartition de fibres optimale pour une loi de comporterdtastique ortho-
trope dissymétrique en traction-compressiﬁ‘ﬁl(: 0.5E¢1)



CHAPITRE 5. OPTIMISATION AVEC DES LOIS DE COMPORTEMENT
152 DISSYMETRIQUES EN TRACTION-COMPRESSION

optimale de ce matériau élastique non-linéaire a &elu. Un exemple académique a été
traiteé. De cet exemple, il ressort que la dissymétrie dapmrtement peut entrainer des
changements de topologie de répartition optimale dessfibre

Enfin, la loi de comportement tridimensionnelle élastigoa-linéaire dissymétrique en
traction-compression [28] qui utilise des décomposgida Kelvin a été particularisée pour
des lois de comportement orthotropes en traction et en assjn. Une évolution originale
de ce modele utilisant des décompositions de Kelvin @iégti a alors permis d’aboutir a
une nouvelle loi de comportement qui est €élastique liegaar morceaux avec une définition
biaxiale de I'état de traction-compression et qui est catibfe avec I'algorithme d’optimi-
sation généralisé défini au chapitre précédent.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

ORS de cette thése nous nous sommes intéressés aunpeotéela conception op-

timale d’'une structure élastique lorsque les impéraligsrigidité et de poids sont
prépondérants. L'objectif était de définir des métbodi’'optimisation de structures en
matériaux composites a caractere industriel. Ce tiayai s’est déroulé dans le cadre d'une
collaboration entre mon laboratoire d’accueil, le LM28era-Lille et Airbus, s’est orienté
vers I'étude de structures de type assemblage de plagugsosites, et une structure test a
été définie : un volet de gouverne d’'Airbus.

Le probleme d’optimisation a été formulé comme la masation de la rigidité glo-
bale d’'une structure élastique au moindre poids, ou piigilement au moindre codt. La
rigidité globale a été quantifiee par un critere édéoue global défini a I'aide du travail
des efforts extérieurs dans le champ de déplacementsosplaucompliancelLe probleme
d’optimisation considéré tout au long de la these egtsdm suivant : minimiser la somme
de la compliance et d'un terme de co(t, a définir par i'saidleur, le champ de déplacements
étant solution d’un probleme élastique de référence.

Pour pouvoir utiliser des algorithmes d’optimisationadéxistants, nous avons développé
un nouveau modeéle de renforcement d’un milieu tridimems& par des plaques de Kirch-
hoff Love internes et externes. Il est alors possible deatieel’ un assemblage de plaques
composites en considérant un milieu tridimensionnel deldarigidité renforcé par des
plagues comparativement tres rigides.

Dans le cas de parameétres d’optimisation distribuéss ramons utilisé un algorithme
basé sur la reformulation du probleme d’optimisationsstauforme d’'une double minimi-
sation [5]. Lefficacité numérique de cet algorithme repur le caractere local de la mi-
nimisation par rapport aux parameétres d’optimisationguepermet d'éviter les calculs de
sensibilité globaux sur la structure. A I'aide du modeksdemblage de plagues composites,
nous avons traité numeériquement le probleme de la tiéparoptimale des fibres dans les
differents renforts du volet de gouverne d’Airbus, ce qunistitue un exemple d’optimisation
a parametres distribués de structure industrielle pe &assemblage de plaques composites de
géomeétrie complexe. Les résultats obtenus ont alorsigatr'énoncer des regles de concep-
tion des renforts internes qui sont optimales en terme plgrtiion des fibres.

Dans le cas de parametres d’optimisation géométrijaeagme modele d’assemblage
de plaques nous a permis de définir une méthode d’optilmisperformante sur I'exemple
du volet de gouverne. En utilisant I'algorithme du gradipnbjeté, nous avons observé
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numériquement sur une géométrie simple I'existenceaetimieux minimums locaux. Nous
avons alors montré, toujours sur le méme exemple, comheenbmbre de minimums
locaux peut étre diminué en utilisant un jeu de paramsetfeptimisation qui associe la
position des zones d’attache a celle des renforts intedasobtient alors une méthode
d’optimisation basée sur I'algorithme du gradient prejetimériqguement performante.

Comme l'algorithme a parametres distribués considist numériquement performant
(car les minimisations par rapport aux parametres d’aptition sont locales), nous avons
cherché agenreraliser cet algorithme aux cas des lois de comportement@lastiques
non-linéaires Nous avons alors montré qu’il pouvait étre étendu aus tie comporte-
ment élastiques non-linéaires dérivant de potentledsmhodynamiques duaux proportion-
nels. Nous avons introduit une définition de tels potestikns le cadre de I'optimisation a
parametres distribués et proposé une caractérisatigimale systématique de tels potentiels
qgui ne s'appuie que sur la forme explicite d’'un des deux pakn Cette démarche per-
met, a I'aide de la connaissance d’'un potentiel thermoolygae quelconque de conclure de
maniére systématique sur I'applicabilité ou la nonimaybilité de I'algorithme d’optimisa-
tion généralisé.

Nous nous sommes alors intéressés aux lois de comportétastiques non-linéaires
dissymeétriques en traction-compression. Ces lois sogéeiral caractérisées par une perte
de rigidité dans I'un des deux états. La prise en compteette dissymétrie de comporte-
ment lors du processus d’optimisation peut donc poteatigdint aboutir a des résultats tres
eloignés de ceux obtenus sans cette dissymétrie. Dalagriaine des matériaux composites,
Nous nous sommes intéressés a deux types de matéra@m@ortement dissymétrique en
traction-compression : les matériaux composites a fioregues et les matériaux composites
micro-fissurés.

Pour les matériaux composites a fibres longues a compertedifferent en traction et
en compression, nous avons tout d’abord considéré dewele® basés sur une approche
phénoménologique qui postule que le matériau est apetelastique en traction et en com-
pression et que seul le module d’Young en compression esfijndtin état a I'autre [65].
Nous montrons que seul un des deux modeles est compatixd’algorithme d’optimisa-
tion. Pour cette loi compatible, une mise en ceuvre numeérigété effectuée et les résultats
obtenus sur un exemple académique montrent que la repaudies fibres change grande-
ment lorsque I'on prend en compte la dissymétrie de corepweht en traction-compression.

Pour des matériaux micro-fissurés, un modele de loi dgpoot@ment tridimensionnelle
elastique non-linéaire dissymétrique en traction-pogasion [28] a été généralisée en une loi
de comportement de type puissance dissymétrique eromactimpression, qui inclut les cas
elastique linéaire, élastique non-linéaire dissirigae en traction-compression et élastique
non-linéaire de type puissance. Nous avons démontré&ejte loi de comportement peut
étre utilisée avec I'algorithme d’optimisation géakseé.

Enfin ce méme modele de comportement élastique noa#médissymétrique en
traction-compression qui utilise des décompositions diviK a été particularisé a des lois
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de comportement orthotrope en traction et en compressim|$typothese des contraintes
planes, ce qui a abouti a une loi de comportement élastiqndinéaire par morceaux avec
une définition biaxiale de I'état de traction-compressign utilisant une décomposition de
Kelvin partielle, nous avons alors défini une nouvelle Bicmportement élastique linéaire
par morceaux qui caractérise un comportement dissyquitavec une définition biaxiale de
I'état de traction-compression.

Donc, apres avoir généralisé un algorithme d’optitiisaa parametres distribués a la
famille des comportements qui dérivent de potentielsnioglynamiques duaux propor-
tionnels, nous avons recensé quelques lois de comportaissymeétriques en traction-
compression qui peuvent étre utilisees pour optimisendaité globale d’'une structure
élastique au moindre codt a 'aide de cet algorithme sLae cette étude, deux nouvelles
lois de comportement ont été définies :

¢ tridimensionnelle élastique non-linéaire de type panee dissymétrique en traction-

compression dans le cadre de matériaux composites mgsoréis,

¢ bidimensionnelle élastique linéaire par morceaux avexdefinition biaxiale de I'état

de traction-compression dans le cadre de matériaux catapa@sfibres longues.

Perspectives

Une premiere perspective a ce travail est la finalisatieadcollaboration industrielle
entre le LM2S, TONERA-Lille, et AIRBUS, qui a pour objectiie prouver que les méthodes
d’optimisation développées permettent d’effectueptimisation de structures a caractere
industriel du milieu de I'aéronautique. Pour cela, nodsafierons le traitement numérique
de l'optimisation d’'un modele éléments finis du volet deugerne complet, et non plus
simplement d’'une sous-structure.

A moyen terme, la vérification de I'ordre de grandeur desgdie rigidité prédits par
la simulation numérique devra étre menée a l'aide dis gpérimentaux sur des plaques
composites a fibres longues curvilignes et de conceptassitjue (fibres rectilignes).

A plus long terme, il faudrait développer une formulatidruee méthode de résolution
d'un probleme d’optimisation qui tiennent compte de paraes d’optimisation et de
contraintes de conception plus proches des méthodes desfidn et de conception d’AIR-
BUS (regles de drapage, fibres rectilignes, plis d'égaissonstante...). Dans ce cadre,
le développement d’'un modele d’assemblage de plaquévesituellement de plaques et
coques, sans avoir recours au milieu tridimensionnel deplissage peu rigide permet-
trait d’ameéliorer la modélisation du comportement de tlacture et de diminuer le colt
numerique.

D’un autre coté, les développements théoriques dedsetimous ont permis de montrer
gue l'algorithme a parametres distribués, qui est miopmeément performant, s’applique avec
un certain nombre de lois de comportement dissymétriquésietion-compression. La mise
en ceuvre numerique de cet algorithme, qui se confronte enblggmes de la résolution du
probleme élastique de réféerence et de la minimisatimale par rapport aux parametres
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d’optimisation, reste a étre effectuée pour les maglagsociés aux matériaux micro-fissurés.

De plus, quelques résultats théoriques restent en ssisppegste a montrer que le critére
possede un minimum atteint pour un couple dépacementsaiates solution du probleme
élastique de référence associé a la valeur optimadepdeametres d’optimisation qui mi-
nimise le critere. Ce probleme déja abordé en élastiméaire [1][62], reste ouvert en
elasticité non-linéaire. Enfin, I'existence possibk minimums locaux est un probleme a
considérer de maniere numérique et théorique.
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Annexe A

Minimisation locale pour un renfort de
type membrane avec effort normal

Cette annexe présente le détail de la démarche déariteld section 3.3.2.

Rappel de la loi de comportement

Les grandeurs exprimées dans le repere d’orthotropie afiénmau (repere des fibres)
seront écrites avec un exposgnt

Dans le repere des fibres, la loi de comportement planetsseus forme matricielle :

( 1
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et la loi de comportement hors-plan s’écrit sous forme itiatle :
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ANNEXE A. MINIMISATION LOCALE POUR UN RENFORT DE TYPE
164 MEMBRANE AVEC EFFORT NORMAL

Expression du critere dans le regre des fibres

La grandeur a minimisey est le double de I'énergie complémentaire locale plusig c
local, ce qui s’écrit dans ce cas dans le repere des fibres :

g=A+B+C

ou A est le double de I'énergie complémentaire locale assamciComportement tangentiel :

A:l N_1fl2+N_2f?2_ QNfo_'_NIf;"i_szlQ
h| B F, F, 1022 2G5
h i E, E, E, e G2

et B est le double de I'énergie complémentaire locale asgogii comportement normal :

p_llel of
h GIQ GQQ
etC est le terme de co(t local :
C =ka

Minimisation locale par rapport a l'orientation a proportion de fibres
fixée :

On notef I'angle orienté dont est tourné le repere des fibres ggoad au repere global.
La matrice de souplesse du comportement plan s’écrit @arepkre global :

1 S Sz S
7 S1a Sz Sa
S13 S23 Szal
( 1
Vi = (387, + 354, + 28/, + S}
(Su1 = Vi + Vy cos(20) + Vi cos(4) 1 8( {1+ 353 +25], + S33)
1
Soy = Vi — Vi cos(260) + V3 cos(46) Va = 5(5{1 — 54,)
S33 = 4(Vs — V3 cos(46)) 1
avec et ¢ Vi==(S}, + 5, —25],- 5]
Sy = Vi — Vs cos(46) 3 8( i1 T 92 12 — S33)
St = Vo sin(26) + 2V; sin(46) Vi= §(5{1 + S5, + 651, — 5%)
513 = ‘/2 Sln(29) — 2‘/23 Sln(49)

1
Vs = g(S{1 + 552 - 25{2 + 53{3)

\
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La dérivée de la grandeur par rapport a I'anglé se met sous la forme :

0A 1

0= h (A;sin(20) + Bj cos(20) + C sin(46) + Dy cos(46))

avec (V est ici exprimé dans le repéere global) :

A= 2‘/2(N222 - N121)

By = 4V3(N11 + Nag) N1y

Cy = 4V3(N1g — Nag + 2N7139)(Nag — Nyp + 2Np3)
Dy = 16V3(N11 — Nag)Nio

La matrice de souplesse du comportement hors-plan st le repere global :

(6)* in(6)2 ) . .
1 ( (:0212 + SIGQQ 1 cos(0) szgge)(anw)_z G_zz))
i cos sin
h COS(Q) SIH(Q)(G—Q - G_zz) Gaa + G2

La dérivée de la grandeul# par rapport a I'anglé@ se met alors sous la forme :

0B 1

5 =% (A2 sin(20) + B, cos(26))

avec (Y est ici exprimé dans le repére global) :

De plus%—g = 0 car le colit ne dépend pas de I'angle

La dérivée de la grandeur locale a minimiggrar rapport a I'anglé se met alors sous
la forme :

1
% =2 (Apsin(20) + By cos(26) + Cp sin(46) + Dy cos(46))
avec . . )
A= 2Vl = N2+ (G- - ) (@ - @)
Gia  Go
1 1
! By = 4V5(Niy + Nag)Nig + 2 <— - —> 1Q2
Gia Gy
Co = 4V3(Nyy — Nag + 2N19)(Nog — Nyii + 2Nyo)
| Do = 16V3(Ni1 — Noz) Ny

Par mise au carré, I’équatiogg = 0 se met sous la forme du polyndme du quatrieme
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degré :
a+bX +cX?+dX3+eX*=0

avecX = cos(26) ouX = sin(20), et les solutions analytiques explicites d’un tel poly@dm
existent. Numériguement, il convient donc de les calcpies de les trier pour déterminer le
minimum global de;.

PourX = sin(26), les coefficients a,b,c,d,e sont donnés par :

(0= D] — B}

b= 2A4,Dy — 4B,C,

{ c= A2 —4C? —4D; + B}
d = 4(ByCy — AgDy)

( e = 4(C5 + Dp)

PourX = cos(26), les coefficients a,b,c,d,e sont donnés par :

(a= A - D

b= 2ByDy + 4A,Cy

{ c=—A2+4C} +4D; — B
d = 4(AyCy — ByDy)

\ € = — (Cg + Dg)

Le tri des solutions est réalisé en 3 étapes :

1. On élimine les solutions qui ne vérifient pas la conditiy /06 = 0, (les solutions
"parasites” génerées par la mise au carré sont ainmgirées),

2. On éliminent les solutions restantes qui ne sont pas desnoms par un test sur le
signe de la dérivée seconde,

3. Dans le cas de plusieurs minimums on compare les valeuwrstdte pour déterminer
le minimum global.
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Minimisation locale par rapport a la proportion de fibres a orientation fixée :

On se place dans le repere des fibres. Le double de I'ensogiplémentaire locale as-
sociée au comportement tangentiese met sous la forme [62] :

Al + Bloz + 01042
h(aEp + (1 — a)Ey)

A=
avec

E
Ay = N1f12 + NQfZZ - 2VmN1f1N2f2 + —mN1fQ2

G,
E, Fp ! ! B =
B, = (E—fZ E—fn - 2> N2f22 —2(vp2 — Vm)lelNZfQ + (Em <Gf12 N G—m> " me) NIf;
O = (B~ Ba) (5 — 5 ) N+ (B~ B (50— — ) NE2
1= (a1 m Efl B, 22 at m Gf12 Gm 12

Compte tenu que

« 1—a\!
G = (C’fmjL G )

on peut écrire la grandeut sous la forme :

QU +QF «a rf 1 1 1 1
B==__ %< — _ o
e n Y \Gn T an) T G, G

Le grandeur locale a minimiserse met alors sous la forme :

QI +Qf’ . A+ Bia+Cio?
hG h(aEfq + (1 — a)Ep)

f2 12
avecl<:’:l<:+QTl<1 1)+—2<1 1).

Gz Gm h Gr2  Gm

L'expression dedg/0da est alors de la méme forme que celle trouvée dans le cag d’un
membrane en élasticité plane. Le paramétrest désormais un parametre qui n’est pas
constant suiS car il dépend des efforts normaux. La résolutionnde,, g est alors expli-
cite [62].






Annexe B

Orientation optimale d’un mat eriau a loi
de comportement dissynetrique en
traction-compression

L'objectif de cette annexe est de démontrer les résytidtsentés dans le tableau 5.2 de
la section 5.4.3.

Rappel de quelgues notations

o etorr sontles deux contraintes principales dans I'elémengicé@né, ave¢r;;| < |o;|.
L'angle 6 est défini comme l'angle de rotation entre la direction gipale des contraintes
associée a; et la direction d’orthotropie du matériau de plus grandgdité, c’est-a-dire
celle qui correspond &, et E€.

Résultats preliminaires

Pour démontrer les résultats du tableau 5.2 de la secttb8,5ous utiliserons les trois
propriétés suivantes :

1. sip > 0,sign(oy,) = sign(oy) et oy #0 VO € [-5; T].

2. sip < 0, les courbes représentant I'énergie complémentaite [@s comportements
élastique linéaire orthotrope en traction et élastiduiaire orthotrope en compression
possedent toujours deux minimums et deux maximums qéamdie dang—7; 7], et
dans ce cas
e |le premier minimum est obtenu pofi= 0 et est tel queign(oy;) = sign(oy),

e le deuxieme minimum est obtenu pdue= 7 et est tel quaign (o) = —sign(oy).
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Démonstration.

Remarque @liminaire : Considérons la fonctiorf () = }f—l’j pourp € [—1;+1] . La

dérivée def (i) estﬁ, et est donc strictement positive pque [—1;+1[. f(0) =1 et f

est strictement croissante donc

O<pu<l = 1<f(p
—l<p<0 = 0<f(p)<1

Démonstration de la propéite 1.La contraintes;; s’exprime en fonction des contraintes
principales sous la forme :

or +orr

011 = T + COS(29)M

2

La conditiono;; = 0 peut donc s’écrire sous la forme

1+p_ —f(p) avec pu= g (B.1)

20) = —
cos(20) - p

Compte tenu de I'hypothése< |o;;| < |oy|, la grandeur peut varier dans—1; +1[ . Or

p > 0 implique quef(x) > 1. L'équations;; = 0 ne possede donc pas de solution. Donc
o1 # 0 V6 etoy; est du méme signe qu’é%, c’est a dire du méme signe que car
|0'[[| < |0'[|.

Démonstration de la propéite 2. € [—1;0] donc f(x) < 1. La condition (5.31) implique
que [19]:
Ba

— <1

435
B\ €
(4—53) <!

C
Donc¢ = {2 f(u) < 1et¢” = (f—;g) f(n) < 1. Ce qui implique I'existence de deux

minimums et de deux maximums a I'énergie complémentairtonction de I'angle d’orien-
tation# [19] (voir section 1.4.1) aussi bien dans le cas de la loi departement obtenue en
traction que celle obtenue en compression.

L'équation (B.1) se met sous la forme :
1 1-
011 = 0y <% + COS(29)TN>

L'énergie complémentaire d’'un matériau €lastiquédiine orthotrope en fonction deest
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minimale pour) = 0 et = 7. Or# = 0 implique que

1+ 1-
011:01<TM+TM)

et donc le minimum associéfa= 0 est tel queign(oy;) = sign(o7).

¢ = % implique que

1+p 1—p
011 =07 5 - 5

= uoy

Or on est dans le cgs < 0, donc le minimum associéth= 7 est tel quesign(oy;) =
— sign(oy). ]

Déemonstration principale

Casalpu>0:

Ce cas regroupe deux possibilités :
e oy >0etor >0
e or<0etorr >0
La propriété 1 implique que;; ne s'annule pas quelgue séiet donc que seule une des
deux courbes est active. De plygn(oy;) = sign(o;), donc
e Sio; > 0, la courbe active est celle de I'énergie complémentaiua agnatériau
elastique linéaire orthotrope avec comme module d’Ydongitudinal £,
e Si o7 < 0, la courbe active est celle de I'énergie complémentaiua agnatériau
élastique linéaire orthotrope avec comme module d’Ydongitudinal €.
Dans les deux cas, I'angle optimal qui minimise I'énergienplémentaire egt= 0" .

CaSQ:lO']>OGtO'[[<O:

On est alors dans le cas pik 0.

Les minimums de la portion active de la courbe de I'eénergmmlémentaire associée a
la loi de comportement orthotrope de traction (c’esti&@vecE;) sont tels quer;; > 0.
Comme dans le cas étudi& > 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion de
courbe active associée a la loi de comportement orthetesptraction possede un unique
minimum qui est obtenu pour= 0.

Les minimums de la portion active de la courbe de I'énergimglémentaire associée
a la loi de comportement orthotrope de compression (éedite avecE’) sont tels que
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o11 < 0. Comme dans le cas étudig¢ > 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion
de courbe active associée a la loi de comportement oopp@ten compression possede un
unique minimum qui est obtenu pofi= 7.

On sait que le minimum de la courbe de I'énergie compléaismpour le matériau or-
thotrope de traction obtenu pofir= 7 (noté Miny (6§ = 7)) est strictement supérieur a celui
obtenu pou# = 0 (noté Min, (6 = 0)), ce qui S’écrit :

Minp (0 = g) > Ming (6 = 0) (B.2)

Mingp (6 = %) vaut :

T 1 [o? o? v
; =)= |ZLL I _ o~12
Ming( 2) 5 |:E1 + B, EIUIJH

Le minimum de la courbe de I'énergie complémentaire peun&tériau orthotrope de trac-
tion obtenu poud = 7 est:

La differenceMing (0 = 5) — Minp (0 = §) s'écrit alors :

s s 1 [o? o?
Mi — Y~ M — .y |z _ I
inc (0 2) int (0 2) 5 [EIC z,
CommeE{ < Ej, on en déduit qué/inc(§ = %) — Miny(0 = Z) > 0. Compte tenu
de (B.2), on obtient donc que

Mine (0 = g) — Ming(6 =0) >0

et donc que, dans ce cas oy > 0 eto;; < 0, I'angle optimal qui minimise I'énergie
complémentaire associée a la loi de comportement dissjgue en traction-compression
considérée est = 0.

Casalo; <0eto;; >0

On est alors dans le cas pik 0.

Les minimums de la portion active de la courbe de I'énergmgliémentaire associée a
la loi de comportement orthotrope de traction (C’est+@&@vecFE,) sont tels quer;; > 0.
Comme dans le cas étudig¢ < 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion de
courbe active associée a la loi de comportement orthetesptraction possede un unique
minimum qui est obtenu podr= 7.

Les minimums de la portion active de la courbe de I'énergimglémentaire associée
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a la loi de comportement orthotrope de compression (Gedite avecE’) sont tels que
011 < 0. Comme dans le cas étudi¢ < 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion
de courbe active associée a la loi de comportement oop@ten compression possede un
unique minimum qui est obtenu poti= 0.

Le minimum de la courbe de I'énergie complémentaire peunhtériau orthotrope de
traction obtenu pou? = 7 (noté Ming(f = 7)) s’écrit :

s 1 [o? o? v
ing( 2) 5 {El —I—E2 EIJIJH
Le minimum de la courbe de I'énergie complémentaire peumatériau orthotrope de com-
pression obtenu poudr= 0 (noté Min- (6 = 0)) s'écrit :

‘ 1[o? o? v
Mmc(ﬁ = 0) = 5 |:E—é + ELQI — QELTO'IO'[[:|
1

La difference des deux s’écrit alors :
1 1 1 1 1
A:MinT(ng)—Mmc(9:0):§{(———C> 0%—( )0%1}

On démontre aisément que :

{A<O &S —l<pu< —p ( —5—;)
avec iy =

A>0 & —pu<p<0 1-2

En conclusion, dans ce casop< 0 eto;; > 0, la condition—1 < u < —pg implique donc
un angle optima# = 7 et la condition—y < 1 < 0 un angle optima# = 0.



