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Résuḿe

Le problème de la conception optimale d’une structure élastique en terme de maximisa-
tion de la rigidité globale de cette structure au moindre coût (par exemple au moindre poids)
peut revêtir de multiples formes. L’une d’elle est la minimisation d’un critère énergétique
global défini comme la somme pondérée de la compliance et d’un terme de coût.

Dans cette thèse, on se propose de développer des méthodes d’optimisation
numériquement performantes qui permettent de résoudre ce problème de conception opti-
male d’une structure industrielle du milieu de l’aéronautique : l’assemblage de plaques com-
posites. Pour ce faire, nous développons un nouveau modèle de renforcement d’un milieu
tridimensionnel élastique linéaire par des plaques de Kirchhoff Love. En considérant un mi-
lieu tridimensionnel de faible rigidité renforcé par desplaques très rigides en comparaison, il
nous permet de modéliser des structures élastiques linéaires de type assemblage de plaques
composites.

Dans le cas de paramètres d’optimisation distribués, le problème d’optimisation
considéré dans le cadre de l’élasticité linéaire peutse résoudre à l’aide d’un algorithme déjà
existant numériquement performant qui effectue des minimisations locales par rapport aux
paramètres d’optimisation et permet donc d’éviter tout calcul de sensibilité global sur la
structure. En utilisant le modèle d’assemblage de plaques, nous proposons une application
de cet algorithme à une structure non-académique, un volet de gouverne d’Airbus. A l’aide
du même modèle, nous considérons ensuite le problème d’optimisation géométrique du po-
sitionnement optimal des renforts internes et montrons comment un choix de paramètres
spécifique limite le nombre de minimums locaux.

Dans une deuxième partie, nous généralisons l’algorithme à paramètres distribués
précédent aux cas des lois de comportement élastiques non-linéaires. Nous prouvons que
seules les lois dérivant de potentiels thermodynamiques duaux proportionnels sont utilisables
avec cet algorithme. Après avoir caractérisé de tels potentiels, nous étudions sa compatibi-
lité avec quelques lois de comportement élastiques non-linéaire dissymétriques en traction-
compression qui caractérisent la dissymétrie de comportement de matériaux composites à
fibres longues et de matériaux micro-fissurés.

Mots clefs : Optimisation / Compliance / Structures composites / Assemblage de plaques /
Elasticité non-linéaire / Dissymétrie en traction compression
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1.2 Définition du problème d’optimisation . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 14

1.3 Optimisation topologique en élasticité linéaire . .. . . . . . . . . . . . . . 17
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(a) Pour la répartition de fibres initiale (maximum : 0.54) .. . . . . . . 70
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INTRODUCTION

L'OPTIMISATION de structures composites est un domaine vastetant pour la multi-
tude des applications visées que pour le nombre de problèmes d’optimisation qui

peuvent être envisagés. Les structures composites ont connu un grand essor et sont cou-
ramment utilisées dans les domaines de grande diffusion pour leurs bonnes caractéristiques
mécaniques à faible coût, dans les domaines de diffusionrestreinte pour leur excellent rap-
port caractéristiques mécaniques/poids et dans les secteurs de pointe pour les spécificités
nouvelles que de nouveaux matériaux composites permettent d’atteindre.

D’un autre côté, la multitude des spécificités de tels matériaux autorise l’utilisation d’un
grand nombre de paramètres d’optimisation avec lesquels le concepteur peut jouer pour sa-
tisfaire à des cahiers des charges de plus en plus complexes, les objectifs en terme de perfor-
mances mécaniques devenant de plus en plus en plus difficiles à remplir dans les domaines
de pointe. De nombreuses problématiques peuvent être envisagées, le poids, la résistance
mécanique et la rigidité globale de la structure étant les critères mécaniques principaux dans
ces domaines de hautes performances.

D’un point de vue plus technique, les méthodes de résolution des problèmes d’optimisa-
tion sont nombreuses et relèvent de deux grandes familles :� la programmation mathématique qui permet la définition d’algorithmes adaptés à des

formes spécifiques de problèmes d’optimisation et qui sont donc indépendant des pro-
priétés des disciplines considérées (mécanique, chimie, physique ...),� les algorithmes d’optimisation qui tiennent compte de particularités spécifiques des
équations considérées, dans notre cas les équations dela mécanique.

Contexte industriel de l’étude

Le travail présenté considère l’étude de structures composites aéronautiques à hautes per-
formances. Il a été effectué dans le cadre d’une collaboration entre mon laboratoire d’accueil,
le LM2S, le département de mécanique du solide et de l’endommagement de l’Onera-Lille
et Airbus.

L’utilisation des méthodes numériques que nous cherchons à développer est liée à la
phase de préconception de structures industrielles de géométrie complexe, ce qui implique
des problèmes numériques de grande taille. Lors de cette phase de préconception, de nom-
breux paramètres du cahier des charges ne sont pas définis de façon précise (géométrie, choix



2 INTRODUCTION

Figure 1 — Modèle éléments finis d’un aileron de gouverne d’Airbus (graphique autorisé à
reproduction par Airbus)

de matériau, contraintes de poids...). L’objectif des méthodes d’optimisation à développer
est alors de définir des solutions techniques optimales en fonction d’un choix particulier de
critère, de paramètres et de contraintes d’optimisationet de cas de charges qui n’englobe pas
toutes les contraintes de conception. A partir de ces solutions techniques, les démarches de
conception et de validation internes à l’entreprise devront bien sûr être mises en œuvre.

L’outil numérique à développer doit posséder deux caractéristiques principales :� une rapidité d’exécution pour pouvoir utiliser le processus d’optimisation en fonction
d’un certain nombre de paramètres qui ne seront pas inclus dans les paramètres d’op-
timisation. Un compromis doit donc être trouvé lors du choix des paramètres d’opti-
misation et des paramètres figés lors de l’optimisation effectuée par l’outil numérique.
Cette phase de choix requiert un savoir-faire ingénieur lié à la démarche de conception
envisagée.� une totale indépendance vis à vis des compétences métier de l’ingénieur qui ne doit
pas avoir à intervenir lors de cette optimisation effectu´ee par l’outil numérique, dans le
but de pouvoir obtenir des types de solutions qui n’avaient pas encore été envisagées.

Dans ce cadre industriel du milieu aéronautique, une structure test représentative a été
choisie conjointement avec Airbus. En partant du constat que de nombreuses sous-structures
utilisées lors de la conception d’un avion sont de type assemblage de plaques composites, un
volet de gouverne d’Airbus a été retenu comme structure industrielle test. Cette structure est
constituée de deux panneaux composites, l’extrados et l’intrados, et de nombreux panneaux
composites internes. Au bord de fuite, une liaison encastrement est réalisée par rivetage et au
bord d’attaque un système complexe de conditions aux limites est réalisé par un ensemble de
longerons constitués de matériaux métalliques. Un mod`ele éléments finis de cette structure
est présenté dans la figure 1 (autorisation Airbus).
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L’optimisation de ce type de structure est confrontée aux difficultés majeures suivantes :� structure à géométrie complexe (structure de grande taille avec variations de géométrie
localisée à petite échelle)� conditions aux limites complexes (trous habités, rivetage ...)� nombreuses caractérisations des panneaux composites possibles

Ces trois points influent directement sur les choix possibles des paramètres d’optimisation.
Il est possible de considérer :� des paramètres d’optimisation géométriques par exemple associés à la position des

renforts internes,� des paramètres d’optimisation par exemple associés à des critères de trous habités
(critères métier),� des paramètres d’optimisation distribués, c’est-à-dire variables dans le domaine de
définition géométrique de la structure, permettant la caractérisation du matériau com-
posite. On peut par exemple associer des paramètres d’optimisation distribués à des
fibres longues curvilignes de proportion variable, à des épaisseurs relatives de plis, à
des épaisseurs totales locales des stratifiés ou au séquencement des plis.

Optimisation basée sur la compliance

Un problème d’optimisation se met sous la forme générique suivante : étant donné un
jeu de paramètres d’optimisation, on cherche à minimiserun critère donné en satisfaisant un
certain nombre de contraintes de type égalité ou inégalité. Le choix des paramètres d’opti-
misation (distribués, géométriques), du critère (explicite ou non en fonction des paramètres
d’optimisation) et des contraintes (explicites ou non, linéaires ou non) influe de manière
radicale sur le type d’algorithme d’optimisation utilisable.

Nous considérons tout le long de la thèse le problème de lamaximisation de la rigidité
globale d’une structure élastique. Cet objectif peut se formuler par la minimisation d’un
critère global défini sur la structure, la compliance (ou travail des efforts extérieurs dans le
champ de déplacements solution d’un problème élastique). Les contraintes d’optimisation
qui peuvent être considérées sont liées à la résistance mécanique et au poids de la structure.
Les paramètres d’optimisation sont de deux natures, paramètres distribués ou géométriques,
et sont liés au type de structure présentée dans la section précédente.

En considérant des paramètres distribués, nous nous intéressons à un algorithme d’opti-
misation particulier qui découle de certaines propriét´es des équations de la mécanique et qui
ne fait donc pas partie des méthodes de programmation math´ematique. Cet algorithme, ini-
tialement introduit dans le cadre de l’élasticité linéaire par Allaire et al. [5] a été développé
dans le cadre de l’optimisation topologique.

La problématique générale de l’optimisation topologique est la suivante : étant donné
un domaine de l’espace sur la frontière duquel sont imposées des conditions aux limites en
efforts et en déplacements, on recherche la distribution optimale d’une certaine quantité de
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matière donnée qui minimise le critère choisi, tout en satisfaisant les conditions aux limites.
En considérant un critère basé sur la compliance, ce problème, s’il est posé en terme de
présence ou absence du matériau en chaque point (par utilisation d’une fonction indicatrice),
s’avère être mal posé. De nombreux travaux ont permis de montrer que la relaxation du
problème par utilisation de matériaux homogénéisés constitués localement de vide et du
matériau en une proportion variable entre 0 et 1 et organis´es suivant certains types de micro-
structures permettait de rendre le problème bien posé.

Pour résoudre ce problème, plusieurs méthodes ont vu le jour suivant la reformulation
du problème d’optimisation initial en un problème de typeminimisation-maximisation par
utilisation du théorème de l’énergie potentielle, ou enun problème de type minimisation-
minimisation par utilisation du théorème de l’énergie complémentaire. Une autre différence
entre ces approches est liée à la prise en compte de la contrainte d’optimisation qui limite le
poids de la structure. Certains auteurs l’utilisent comme une contrainte dans la formulation
du problème d’optimisation tandis que d’autres la transforment en un terme de pénalisation
du critère.

Le travail effectué dans cette thèse s’appuie sur la reformulation du problème d’optimi-
sation à paramètres distribués basé sur la compliance dans le cadre de l’élasticité linéaire
en un problème de type minimisation-minimisation avec prise en compte de la quantité de
matériau introduite sous la forme d’une pénalisation du critère. Dans ce cadre plus res-
treint du traitement du problème d’optimisation, un algorithme d’optimisation convergent
peut être défini [5]. Il fait appel à une suite de minimisations locales par rapport aux pa-
ramètres d’optimisation distribués à contraintes fixées et de minimisations globales par
rapport aux contraintes à paramètres d’optimisation fix´es (par utilisation du théorème de
l’énergie complémentaire). La grande force de cet algorithme est le caractère local des mini-
misations par rapport aux paramètres d’optimisation. Cela aboutit à une réduction importante
du coût numérique, surtout si cette minimisation est explicite, car aucune analyse de sensibi-
lité globale n’est à effectuer, et permet donc, si le nombre d’itérations à convergence s’avère
être faible, le traitement des structures complexes qui nous intéressent plus particulièrement,
les assemblages de plaques composites.

Dans la littérature, de nombreuse études traitent de l’optimisation des plaques ou coques
composites à fibres longues. Nous nous plaçons toujours dans la même problématique de
l’optimisation de la compliance que celle décrite ci-dessus. Les différences notables qui
apparaissent par rapport à l’optimisation topologique sont liées aux types différents de pa-
ramètres d’optimisation considérés. En les considérant distribués, ils peuvent être relatifs aux
épaisseurs relatives des plis, à l’orientation locale dumatériau homogénéisé du stratifié, aux
proportions de fibres ... Dans ces différents cas, la minimisation locale s’écrit différemment
et est parfois explicite. Une revue détaillée sera présentée dans le premier chapitre bibliogra-
phique.

Le résultat frappant de ces études est le fait que de nombreux paramètres d’optimisation
liés à un large spectre de matériaux composites peuvent ˆetre pris en compte alors que les
géométries des structures restent très académiques : membranes en élasticité bidimension-
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nelle ou coques à comportement purement membranaire. Ce constat, mis en parallèle avec
la problématique de conception aéronautique décrite dans la première section de cette intro-
duction, révèle la nécessité de développer des modèles de structures composites complexes,
tels les assemblages de plaques composites, compatibles avec l’algorithme d’optimisation,
pour pouvoir profiter des nombreux résultats liés à la minimisation locale d’une large famille
de matériaux composites à fibres longues.

En considérant des paramètres d’optimisation qui ne sontplus distribués, on perd en
général la possibilité d’utiliser l’algorithme d’optimisation précédent car la minimisation par
rapport à ces paramètres nécessite alors une analyse de sensibilité globale sur la structure qui
n’est alors en général plus explicite. Dans ce cas, l’utilisation d’un algorithme d’optimisation
lié à la programmation mathématique devient nécessaire. Dans le cas particulier du modèle
d’assemblage de plaques composites développé et utilis´e pour des paramètres d’optimisation
distribués, nous étudierons le problème du positionnement optimal des renforts internes du
volet de gouverne.

Prise en compte de lois de comportement́elastiques non-lińeaires

Les études d’optimisation de structures élastiques ont ´eté historiquement effectuées en
premier pour des lois de comportement élastiques linéaires sous les hypothèses de petits
déplacements et de petites déformations. En optimisation topologique, la raison majeure est
le manque de modèles mathématiques permettant d’homogénéiser des lois de comportement
élastiques non-linéaires. Depuis quelques années, desméthodes de résolution de problèmes
d’optimisation avec lois de comportement élastiques non-linéaires sont apparues. Elles al-
lient quelquefois d’autres difficultés associées à des non-linéarités du problème mécanique,
comme la prise en compte de grands déplacements ou de grandes déformations.

Le point de départ de notre étude est la volonté d’effectuer l’optimisation de structures
constituées de matériaux composites dissymétriques entraction-compression. Différents
types de dissymétries existent. Elles sont liées aux différents phénomènes physiques, en
général microstructuraux, mis en jeu. Dans le contexte dematériaux composites à fibres
longues utilisés dans le secteur aéronautique, nous nousintéressons plus particulièrement
à deux types de dissymétries. Tout d’abord, des travaux [54][65][6] ont mis en évidence
expérimentalement la dissymétrie de comportement en traction-compression pour des états
de sollicitation dans le sens des fibres de matériaux composites à fibres longues. Les ca-
ractéristiques mécaniques de comportement et de résistance de tels matériaux composites
se trouvent être grandement affectées dans l’état de compression. Ensuite, l’endommage-
ment d’un certain nombre de matériaux, dont les matrices des matériaux composites à
fibres longues, est lié à l’apparition de micro-fissures. Aun stade d’endommagement donné,
le comportement initialement symétrique en traction-compression pour un matériau non-
endommagé est alors dissymétrique suivant que la sollicitation entraı̂ne l’ouverture des
micro-fissures et donc une perte de rigidité en traction ou la fermeture des micro-fissures
sans perte de rigidité en compression.
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Le concept de dissymétrie en traction-compression s’avère donc être fréquemment ren-
contré et est lié à des phénomènes microstructuraux qui souvent diminuent de façon si-
gnificative les caractéristiques de comportement ou de résistance mécanique. Sa non-prise
en compte lors d’un processus d’optimisation peut donc aboutir à des résultats fortement
éloignés des objectifs visés. D’un point de vue optimisation, la prise en compte de lois de
comportement non-linéaires, de grands déplacements ou de grandes déformations, aboutit
à des algorithmes d’optimisation qui font appel à des analyses de sensibilité globales, par
exemple effectuées à l’aide de la méthode de l’état adjoint [14][17]. Le caractère local de
la minimisation par rapport aux paramètres d’optimisation distribués, qui est une propriété
fondamentale de l’algorithme présenté dans la section précédente en vue du traitement de
structures industrielles, est alors perdu.

Ce constat introduit le deuxième axe de recherche de ce travail qui peut se formuler sous
la forme : sous quelles conditions peut-on étendre l’algorithme d’optimisation développé
dans le cadre de l’élasticité linéaire à des lois de comportement élastiques non-linéaires tout
en gardant le caractère local des minimisations par rapport aux paramètres d’optimisation
distribués ?

Présentation de la th̀ese

Dans un contexte industriel défini par une collaboration avec Airbus et l’Onera-Lille, le
problème de la maximisation de la rigidité globale d’une structure élastique pour laquelle les
impératifs de poids sont prépondérants est considérée. La famille de structures à caractère in-
dustriel étudiée concerne les assemblages de plaques stratifiées composites à fibres longues.
En considérant un critère défini comme la somme de la compliance et d’un terme de coût, la
reformulation du problème d’optimisation par une approche de double minimisation dans le
cadre de l’élasticité linéaire aboutit à un algorithmed’optimisation numériquement perfor-
mant, les minimisations par rapport aux paramètres d’optimisation distribués étant locales
(c’est-à-dire sur chaque élément fini dans le cadre de calculs par éléments finis).

Dans ce cadre, les objectifs de la thèse sont les suivants :

1. effectuer une modélisation d’un assemblage de plaques composites compatible avec
l’algorithme d’optimisation à paramètres distribués précédent puis traiter l’optimisation
d’un assemblage de plaques composites industriel : un voletde gouverne d’Airbus.

2. étendre l’algorithme d’optimisation aux lois de comportement élastiques non-linéaires
avec un intérêt particulier pour les lois de comportementdissymétriques en traction-
compression.

Le plan de ce manuscrit est articulé en 5 chapitres.

Dans lechapitre 1 sont récapitulés les différents travaux de la littérature sur l’optimisa-
tion de la compliance par reformulation du problème d’optimisation sous la forme d’une
double minimisation. Dans ce cadre, la problématique de l’optimisation topologique est
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d’abord rappelée, puis les différentes études à param`etres d’optimisation distribués sur les
matériaux composites à fibres longues sont décrites. Enfin, les différentes approches d’opti-
misation avec des matériaux à lois de comportement élastiques non-linéaires sont présentées.

Dans lechapitre 2 est développée une analyse linéaire originale du probl`eme du ren-
forcement d’un milieu élastique tridimensionnel par des plaques de Kirchhoff Love internes
ou externes. La mise sous forme variationnelle du problèmepermet de conclure à l’exis-
tence et à l’unicité d’une solution. Une mise en œuvre num´erique par éléments finis est alors
appliquée sur un exemple académique.

Le modèle obtenu est utilisé dans lechapitre 3 pour traiter l’optimisation d’un as-
semblage de plaques composites à caractère industriel : un volet de gouverne d’Airbus.
Dans un premier temps, on montre comment l’algorithme d’optimisation à paramètres dis-
tribués décrit au chapitre 1 peut s’appliquer à ce type destructure industrielle. Les résultats
numériques obtenus permettent d’énoncer un certain nombre de règles de conception en
terme de répartition optimale des fibres au sein des renforts internes du volet de gouverne.
Dans un deuxième temps, la problématique du positionnement optimal des renforts in-
ternes est abordée. On montre, à l’aide d’un exemple acad´emique, comment ce problème
d’optimisation géométrique, qui possède de nombreux minimums locaux, peut se traiter
numériquement simplement à l’aide de l’algorithme du gradient projeté en utilisant un jeu
de paramètres d’optimisation qui permet de diminuer le nombre de minimums locaux.

Dans lechapitre 4, l’algorithme d’optimisation introduit au chapitre 1 est ´etendu aux cas
de lois de comportement élastiques non-linéaires sous l’hypothèse des petits déplacements et
des petites déformations. Il est montré que cette généralisation n’est possible que pour les lois
de comportement élastiques non-linéaires dérivant de potentiels thermodynamiques duaux
proportionnels. Une caractérisation simple et systématique de tels potentiels est présentée.

Dans le chapitre 5, en utilisant cette caractérisation des potentiels thermodyna-
miques duaux proportionnels, différentes lois de comportement dissymétriques en traction-
compression sont étudiées. Un modèle tridimensionnel tenant compte de l’ouverture ou de la
fermeture de micro-fissures au sein du matériau est prouvéêtre utilisable avec l’algorithme
d’optimisation généralisé. Ensuite, dans le cas de mat´eriaux composites à fibres longues pour
lesquels une dissymétrie de comportement en traction-compression liée au phénomène de
micro-flambage des fibres en compression longitudinale est observée, différents modèles de
comportement sont étudiés en parallèle avec leur utilisation dans l’algorithme d’optimisation
généralisé.





Chapitre 1

Optimisation structurale basée sur la
compliance

Dans ce premier chapitre bibliographique, nous définissons le problème d’optimisation
qui est à la base des travaux de cette thèse. Le problème dela maximisation de la rigi-
dité globale d’une structure élastique est formulé sousla forme de la minimisation d’un
critère énergétique global défini à l’aide du travail des efforts extérieurs dans le champ de
déplacements solution, ou compliance. Selon le type de paramètres d’optimisation considéré,
différentes contraintes d’optimisation peuvent être introduites.

Dans le cadre de l’élasticité linéaire et de paramètresd’optimisation distribués, un algo-
rithme convergent et numériquement performant peut êtredéfini. Initialement introduit par
Allaire et al. [5] dans le cadre de l’optimisation topologique, il repose sur une reformula-
tion du critère qui élimine les contraintes d’optimisation autres que celles liées au problème
élastique de référence, en introduisant un terme de pénalisation de la compliance fonction
des paramètres d’optimisation dont l’introduction doit ˆetre limitée. Ce terme de pénalisation,
appelé coût, peut par exemple être proportionnel au poids de la structure optimisée.

L’algorithme d’optimisation obtenu est numériquement performant car la minimisation
par rapport aux paramètres d’optimisation est locale, et même explicite pour certains choix
de paramètres. Il peut en outre être utilisé pour d’autretype de structures et dans d’autres
démarches que celle de l’optimisation topologique. Les structures constituées de plaques ou
coques stratifiées composites à fibres longues peuvent notamment être traitées.

Une limitation forte à cette démarche est sa capacité à prendre en compte les
différentes non-linéarités inhérentes aux problèmes mécaniques telles que les non-linéarités
géométriques ou de comportement. Dans ces cas plus complexes, l’étude de l’optimisation
de la rigidité globale d’une structure pose de nombreux problèmes théoriques et numériques.

Dans une première phase (sections 1.1 et 1.2), le problèmed’optimisation et l’algorithme
associé qui seront à la base des développements théoriques présentés dans la thèse sous
l’hypothèse des petites perturbations et pour des paramètres distribués est présenté. Ensuite
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la problématique de l’optimisation topologique d’une structure élastique est rappelée (sec-
tion 1.3). La non-existence de solution au problème d’optimisation initial conduit à l’uti-
lisation d’un processus de relaxation qui permet de reformuler le problème d’optimisation
sous la forme précédemment définie. L’algorithme d’optimisation associé est alors utilisable
et performant car la minimisation locale par rapport aux paramètres d’optimisation s’écrit
de façon explicite. Ensuite les différents résultats dela littérature traitant de l’optimisa-
tion de structures constituées de plaques ou coques stratifiées composites à fibres longues
curvilignes dans le cadre d’une formulation du problème sous la forme précédemment in-
troduite sont décrits (section 1.4). Différents types deparamètres d’optimisation distribués
sont considérés comme l’orientation des fibres, leur proportion ou bien les épaisseurs rela-
tives des plis. Enfin, une revue des différents résultats relatifs à l’optimisation d’un critère
basé sur la compliance dans le cadre de l’élasticité non-linéaire (section 1.5) présente les
différents types de non-linéarités qui peuvent être introduites et les méthodes de résolution
associées, ces dernières n’étant alors plus exclusivement basées sur l’algorithme d’optimisa-
tion précédemment décrit.
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�n = F
sur�1 u = 0

sur�0

Figure 1.1 — Description d’un milieu tridimensionnel élastique

1.1 Définition du probl èmeélastique de ŕeférence

Soit un milieu tridimensionnel
 élastique linéaire. Sa frontière�
 est divisée en deux
parties�0 et �1. Des déplacements nuls sont imposés sur�0, une densité surfacique de
forceF est imposée sur�1 et une densité volumique d’effortf est imposée dans
 (voir fi-
gure 1.1). Le problème d’élasticité linéaire tridimensionnelle(P ) est défini par les équations
suivantes : (P ) 8>>><>>>: �ij;j + fi = 0 dans
�ij = aijkl�kl(u) dans
�ijnj = Fi sur�1ui = 0 sur�0 (1.1)

On suppose que le tenseur de rigidité vérifie les conditions suivantes :8><>: aijkl(x) = ajikl(x) = aklij(x)9M > 0; tel quejaijkl(x)j � M9�0 > 0; tel queaijkl(x)EijEkl � �0EijEij; 8Eij = Eji (1.2)

Sous ces conditions, le problème(P ) possède une solution unique [32].

Introduisons l’espace vectorielV des champs de déplacements cinématiquement admis-
sibles : V = �vjv = (v1; v2; v3) ; vi 2 H1(
) ; v = 0 sur�0	
La formulation variationnelle en déplacementsdu problème(P ) s’écrit :
Siu est un champ de déplacements solution de(P ) alors(u 2 Va(u; v) = L(v) 8v 2 V
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avec 8>><>>: a(u; v) = Z
 aijkl�ij(u)�kl(v)dVL(v) = Z
 fividV + Z�1 FividS
Le tenseur de souplesse, inverse du tenseur de rigiditéaijkl, sera notéAijkl. Introduisons

l’ensemble�ad des champs de contraintes statiquement admissibles :�ad = ��ij ; (i; j = 1; 2; 3) j �ij = �ji ; ��ij�xj + fi = 0 dans
 ; �ij nj = Fi sur�1�
La formulation variationnelle en contraintes du problème(P ) s’écrit :

Si� est un champ de contraintes solution de(P ) alors(� 2 �adA(�; � � �) = 0 8� 2 �ad
avec A(�; �) = Z
Aijkl�ij�kldV

Les théorèmes de l’́energie potentielle et de l’́energie compĺementairepeuvent alors
être présentés sous la forme de la double inégalité suivante :
Siu et� sont des champs de déplacements et de contraintes solutions du problème(P ) alors
on a la double ińegalit́e(u 2 V; � 2 �ad� I(v) � �I(u) = J(�) � J(�) 8v 2 V; 8� 2 �ad (1.3)

avec 8><>: I(u) = 12a(u;u)� L(u)J(�) = 12A(�; �)
Ces deux ińegalit́es sont strictes siv 6= u et � 6= �.

Enfin, l’égalité entre le travail des efforts extérieurs, le double de l’énergie de déformation
et le double de l’énergie complémentaire s’écrit :
Siu et� sont solution de(P ) alorsL(u) = a(u;u) = A(�; �) (1.4)

Remarque. Si on se place dans le cadre de l’élasticit́e linéaire bidimensionnelle sous l’hy-
poth̀ese des contraintes planes, le problème d’́elasticit́e se d́efinit d’une manìere identique en
remplaçant les volumes par des surfaces et les surfaces pardes bords lińeiques. Le problème
d’élasticit́e sera aussi noté (P ) par extension.
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1.2 Définition du probl ème d’optimisation

1.2.1 D́efinition du crit ère et des param̀etres d’optimisation

Quand il s’agit de définir un algorithme d’optimisation, lechoix du critère à minimiser
(ou à maximiser) ainsi que le choix des paramètres d’optimisation considérés sont cruciaux.
En fonction de ces choix, des méthodes de résolution trèsdiverses peuvent être développées.

L’objectif visé est la maximisation de la rigidité globale d’une structure élastique. Cet
objectif peut être réalisé en minimisant un critère énergétique global défini sur la structure.
Dans cette bibliographie, comme dans tout le travail présenté dans cette thèse, on suppose
que le critère est défini à partir de la compliance, qui esten fait le travail des efforts extérieurs
dans le champ de déplacements solution d’un problème d’élasticité(P ) (défini dans la sec-
tion précédente). La compliance s’écrit :Compl = L(u) = Z
 f :u dV + Z�1 F :u dS

Sauf mention contraire, nous faisons l’hypothèse restrictive de paramètres d’optimisation
distribués. Ceci signifie que tout paramètre d’optimisation est un champ défini sur tout ou
partie du domaine élastique
. Dès lors on scinde les paramètres d’optimisation en deux
catégories que nous appellerons :� paramètres d’optimisation de type orientation�i (i = 1:::n)� paramètres d’optimisation de type proportion de constituant�i (i = 1:::n)
Dans la majorité des cas considérés, sauf pour l’optimisation topologique basée sur la théorie
de l’homogénéisation, les paramètres�i et �i sont des fonctions scalaires bornées définies
sur tout ou partie du domaine
.

Le critèreG(�i; �i) à minimiser (ou à maximiser) par rapport à(�i; �i) est supposé défini
sous la forme : G(�i; �i) = Compl(�i; �i) + COUT (�i)
oùCOUT (�i) = R
 
out(�i)dV est le coût relatif aux paramètres d’optimisation de type
proportion de constituant�i et est à définir par l’utilisateur. Si l’optimisation ne tient pas
compte de paramètres�i, le critère se résume à la compliance.

A titre d’exemple, dans le cadre de l’élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse de
contraintes planes, considérons le cas d’une membrane composite monocouche d’épaisseur
constante à fibres longues curvilignes de proportion variable. Deux paramètres d’optimisa-
tion sont alors introduits en tant que champs définis sur le domaine planS définissant la
membrane :� l’orientation des fibres�(x; y), � 2 [��=2 ; �=2℄� la proportion de fibres�(x; y), � 2 [0 ; 1℄
On note�f et �m les masses volumiques respectives des fibres et de la matrice. Le terme de
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coût peut par exemple être défini sous la forme :COUT (�) = k ZS (��f + (1� �)�m) dS
Le paramètrek est alors choisi par l’utilisateur et le coût est proportionnel au poids de la
membrane composite.

1.2.2 D́efinition du probl ème d’optimisation

Le problème d’optimisation s’écrit dans le cadre de la minimisation du critère :min(�i;�i)G(�i; �i) = min(�i;�i)�Z
 f :u dV + Z�1 F :u dS + Z
 
out(�i)dV� (1.5)

oùu est solution du problème élastique(P ).
Ce problème d’optimisation s’interprète en termes mécaniques comme la maximisation

de la rigidité globale d’une structure élastique au moindre coût.

1.2.3 Ecriture d’une forme équivalente du probl̀eme d’optimisation

La solution(u; �) du problème d’élasticité linéaire(P ) vérifie (voir équation (1.4)) :Z
 fiui dV + Z�1 Fiui dS = Z
Aijkl�ij�kldV (1.6)

Le théorème de l’énergie complémentaire s’écrit :Z
Aijkl�ij�kldV = min�2�ad Z
Aijkl�ij�kldV
Le problème d’optimisation (1.5) se met donc sous la forme :min(�i;�i) min�2�ad�Z
Aijkl�ij�kldV + Z
 
out(�i)dV� (1.7)

Remarque. Dans le cas d’un crit̀ere d́efini par la compliance, sans terme de coût, une autre
approche possible est la suivante :
Compte tenu de (1.4), le théor̀eme de l’́energie potentielle implique que�12L(u) = 12 Z
 aijkl�ij(u)�kl(u)dV � L(u) = minv2V �12 Z
 aijkl�ij(v)�kl(v)dV � L(v)�



16 CHAPITRE 1. OPTIMISATION STRUCTURALE BAŚEE SUR LA COMPLIANCE

Comme�max(�L(u)) = min(L(u)), le probl̀eme d’optimisation se met sous la forme :min(�i;�i)L(u) = �2 max(�i;�i) minv2V �12 Z
 aijkl�ij(u)�kl(u)dV � L(u)� (1.8)

Les algorithmes d’optimisation associésà une telle formulation du problème ne seront pas
utilisés dans le cadre du travail présent́e. Pour une pŕesentation d́etaillée de ce type d’ap-
proche voir [10] et [1] et les ŕef́erences incluses dans ces ouvrages. Notons tout de même ici
que les travaux de [41] qui seront décrits dans la section 1.4.2 utilisent une telle approche
du probl̀eme d’optimisation.

1.2.4 Algorithme d’optimisation

La formulation équivalente (1.7) du problème d’optimisation (1.5) suggère l’algorithme
d’optimisation itératif suivant [5] :

1. Phase d’initialisation :
On choisit un champ de paramètres d’optimisation(�(0)i ; �(0)i ) sur le domaine d’opti-
misation
. La résolution du problème d’élasticité(P ) associé permet la définition du
champ de contraintes�(0).

2. Minimisation locale à contraintes fixées :
On effectue la minimisation locale, c’est-à-dire en chaque point du domaine
 de
l’intégrant du critère à contraintes�(n) fixées, ce qui s’écrit :min(�i;�i)�Aijkl(�i; �i)�(n)ij �(n)kl + 
out(�i)�
pour obtenir le champ de paramètres(�(n+1)i ; �(n+1)i ) qui vérifie la propriétéZ
Aijkl(�(n+1)i ; �(n+1)i )�(n)ij �(n)kl dV + Z
 
out(�(n+1)i ) dV� Z
Aijkl(�(n)i ; �(n)i )�(n)ij �(n)kl dV + Z
 
out(�(n)i ) dV

3. Minimisation globale à paramètres d’optimisation fixés :
On résout le problème d’élasticité(P ) associé au champ de paramètres(�(n+1)i ; �(n+1)i )
pour obtenir le champ de contraintes�(n+1). Le théorème de l’énergie complémentaire,
avec comme choix de champ de contraintes statiquement admissible�(n), et après ajout
du terme de coût associé aux paramètres�(n+1)i aux deux membres de l’inégalité im-
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plique queZ
Aijkl(�(n+1)i ; �(n+1)i )�(n+1)ij �(n+1)kl dV + Z
 
out(�(n+1)i ) dV� Z
Aijkl(�(n+1)i ; �(n+1)i )�(n)ij �(n)kl dV + Z
 
out(�(n+1)i ) dV
En considérant la propriété (1.6), les étapes 2 et 3 impliquent la propriété sur le critèreG :G(�(n+1)i ; �(n+1)i ) � G(�(n)i ; �(n)i )
On itère alors les étapes 2 et 3. Le critère étant une grandeur positive qui diminue à chaque
itération, il converge nécessairement vers une limite.

1.2.5 Convergence th́eorique

En ce qui concerne la suite des fonctions(�(n)i ; �(n)i ), il est démontré dans [62] que,
lorsque ces fonctions sont constantes par morceaux,G(�i; �i) possède un minimumG(~�i; ~�i)
atteint pour un couple(u; �) qui est solution du problème élastique associé à(~�i; ~�i). Il existe
néanmoins la possibilité de plusieurs suites minimisantes et donc de plusieurs minimums
relatifs.

1.3 Optimisation topologique enélasticité linéaire

Cette section est dédiée à la présentation succincte dequelques travaux portant sur
l’optimisation topologique basée sur la compliance qui aboutissent à une formulation du
problème d’optimisation du type (1.7). La problématiquede l’optimisation topologique est
tout d’abord rappelée. La non-existence de solution au problème d’optimisation obtenu im-
pose alors le recours à une méthode de relaxation : la démarche de relaxation du problème
à l’aide de matériaux composites et de la théorie de l’homogénéisation est tout d’abord
présentée, puis l’approche par les matériaux fictifs estdécrite.

Nous rappelons que les travaux effectués par une reformulation du problème d’opti-
misation du type (1.8) ne sont pas présentés et le lecteur est dirigé vers les ouvrages de
référence [10] et [1] et aux références incluses dans ces ouvrages.

1.3.1 Probĺematique

L’objectif de l’optimisation topologique est le suivant : ´etant donné un domaine
 dont
la frontière�
 est divisée en trois parties�0, �01 et �001, un chargement surfaciqueF non-
nul sur la partie de la frontière�01, un chargement volumiquef dans
, des déplacements
imposés sur�0, on recherche la répartition optimale d’un matériau isotrope élastique linéaire
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de tenseur de rigiditéa dans
 qui assure la prise en compte des conditions aux limites
imposées et qui minimise un critère que l’on supposera basé sur la compliance.

Ce problème est approché par l’étude de la répartition optimale de deux matériaux iso-
tropes élastiques linéaires de tenseurs de rigiditéa et b dans
 qui minimise un critère basé
sur la compliance, la rigidité du matériaub étant supposée faible devant celle du matériaua.
La loi de comportement dans
 est :a�(x) = �(x)a + (1� �(x))b où� 2 f0; 1g (1.9)

Le problème d’élasticité s’écrit :8>>><>>>: div �� + f = 0 dans
�� = a��(u�) dans
��n = F sur�01u = 0 sur�0
Dans cette présentation, le critère à minimiser est choisi de la forme :G(�) = Z
 f :u�dV + Z�01 F :u�dS + k Z
 �dV
Le problème d’optimisation est défini par la minimisation:inf� G(�) (1.10)

Ce problème est démontré être mal posé dans le sens où il existe des exemples pour lesquels
il n’existe pas de minimum (par exemple voir [1], théorème4.1.2).

Dès lors, le problème d’optimisation (1.10) est relaxé en permettant la prise en compte de
lois de comportement plus générales que (1.9) (une autre approche que nous ne décrirons pas
ici consiste en l’ajout de contraintes au problème d’optimisation pour le rendre bien posé).
Cette démarche permet alors de définir des solutions de cesproblèmes relaxés qui seront
ensuite soumises à un processus de pénalisation qui permettra de définir un design associé à
des matériaux à loi de comportement de type (1.9).

Différentes méthodes peuvent être utilisées. Nous décrivons dans les sections suivantes
l’approche qui utilise la théorie de l’homogénéisationprésentée par Allaire et ses coauteurs
dans [2, 5] et synthétisée dans le livre [1] du même auteuret celle des matériaux fictifs [10, 1],
qui correspond en fait à une modification du problème initial.
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1.3.2 Relaxation du probl̀eme d’optimisation par homoǵenéisation

Le processus de relaxation basé sur l’homogénéisation définit une loi de comportement
plus générale sous la forme : � = A���(u)
où (�;A�) 2 CD = f(�;A�) j A� 2 G�g, G� étant l’ensemble des lois de comportement
homogénéisées défini par le mélange de deux matériauxa et b en proportion� et (1 � �).� est donc un paramètre d’optimisation de type proportion deconstituant.A�� n’est pas un
paramètre scalaire et est à cheval sur les deux catégories définies dans la section 1.2.1.

La fonction coût est choisie proportionnelle à la quantité de matériau rigidea et le
problème d’optimisation s’écrit alors :min(�;A�)2CD Z
 f :udV + Z�01 F :u dS + k Z
 � dV!
oùu est solution du problème d’élasticité linéaire :8>>><>>>: div � + f = 0 dans
� = A���(u) dans
�n = F sur�1u = 0 sur�0
Ce problème d’optimisation relaxé possède au moins une solution qui, suivant un certain
sens mathématique, est relié à un design du matériau composite défini par la loi de com-
portement (1.9) ([1], théorème 4.1.7). Certains exemples laissent apparaı̂tre l’existence de
plusieurs minimums globaux et il n’existe à ce jour pas de r´esultat sur la possible exis-
tence de minimum local ([1], remarque 4.1.18). On définit alors l’ensemble des paramètres
d’optimisation basés sur les lamifiés séquentielsLD+ = f(�;A�) j A� 2 L+� g, où L+� est
l’ensemble des lamifiés séquentiels définis à partir du mélange des matériauxa et b en pro-
portion� et (1 � �). On peut alors démontrer qu’une solution du problème d’optimisation
peut être recherchée pour(�;A�) 2 LD+ car ([1], théorème 4.1.12) :min(�;A�)CD Z
 f :udV + Z�01 F :u dS + k Z
 � dV!= min(�;A�)LD+ Z
 f :udV + Z�01 F :u dS + k Z
 � dV!
Puis la modification du problème d’optimisation décrite dans la section 1.2.3 est appliquée
pour obtenir un problème de type (1.7) pour lequel l’algorithme défini dans la section 1.2.4
est utilisable. L’utilisation de la formulation du problème utilisant les lamifiés séquentiels
constitue une simplification significative du problème car, les lois de comportement des la-
mifiés séquentiels étant connues de façon explicite, laminimisation locale par rapport aux
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paramètres d’optimisation s’écrit de manière explicite ([1], théorème 2.3.36).

1.3.3 Modification du problème par utilisation des mat́eriaux fictifs

Une loi de comportement plus générale est définie sous la forme :�ij = � aijkl �kl(u) où

� � 2 [0; 1℄a fixé connu� est donc un paramètre de type proportion de constituant. Leproblème d’optimisation
s’écrit alors : min�  Z
 f :udV Z�01 F :u dS + k Z
 � dV!
oùu est solution du problème d’élasticité linéaire :8>>><>>>: �ij;j + fi = 0 dans
�ij = � aijkl �kl(u) dans
�ijnj = Fi sur�1ui = 0 sur�0
Ce problème d’optimisation possède au moins une solution, et tout minimum local est un
minimum global ([1], théorème 5.2.8). Les solutions ne sont toutefois plus liées au type
de design défini avec la loi de comportement (1.9) prise avecb = 0. Ce problème d’opti-
misation est modifiable comme précédemment et l’algorithme d’optimisation décrit dans la
section 1.2.4 est applicable.

Remarque. En élasticit́e bidimensionnelle, cette approche des matériaux fictifs correspond
à l’optimisation d’une membrane d’épaisseur variable�, et est dans ce caśequivalentèa
la formulation relax́ee du probl̀eme tridimensionnel présent́ee dans la section préćedenteà
laquelle on ajoute l’hypoth̀ese de contraintes planes ([1], lemme 5.2.6).

Remarque. On peut aussi considérer une loi de comportement dénomḿee SIMP (simplified
isotropic material with penalization) qui permet d’obtenir à la fin du processus d’optimisa-
tion une structure optimale déjà pénaliśee. Dans ce cas la loi de comportement s’écrit :�ij = �n aijkl �kl(u) où

8<: � 2 [0; 1℄n > 1 fixé connua fixé connu

mais alors l’existence d’une solution au problème d’optimisation n’est plus assurée. Une
revue d́etaillée de l’utilisation de telles lois de comportement en optimisation topologique
peutêtre trouv́ee dans [14].
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1.3.4 Conclusion

L’optimisation topologique traite donc de la répartitionoptimale d’un matériau au sein
d’un domaine prédéfini. L’algorithme d’optimisation sous la forme présentée dans la sec-
tion 1.2.4 fût initialement introduit dans le travail de Allaire et al. [5]. Il peut cependant
s’appliquer à d’autres problématiques, telle la répartition des fibres au sein d’une structure
composite mince (coque, plaque, membrane). Cette structure mince peut aussi avoir une
épaisseur variable, auquel cas on est ramené à l’approche des matériaux fictifs. C’est pour-
quoi dans la section suivante, nous nous limiterons à l’étude de la répartition des fibres dans
des structures mincesd’épaisseur totale constanteet des problématiques qui y sont associées.

1.4 Optimisation de structures minces composites multi-
couchesà fibres longues curvilignes

Dans cette section sont présentés les résultats majeursdes études traitant de l’optimisa-
tion de structures minces d’épaisseur constante constituées de matériaux composites à fibres
longues curvilignes. L’optique est différente de celle del’optimisation topologique : on re-
cherche toujours à maximiser la rigidité globale de la structure en utilisant un critère basé sur
la compliance et une formulation du problème d’optimisation de type (1.5), mais au lieu de
rechercher la répartition optimale d’un matériau élastique linéaire isotrope dans un domaine
, on cherche la conception optimale d’une structure mince (plaque ou coque) multicouche
composite à fibres longues, pour laquelle le matériau homogénéisé est défini à partir des
caractéristiques des fibres et de la matrice qui constituent chaque pli.

Nous nous limiterons à l’utilisation de paramètres d’optimisation distribués, ce qui exclut
les implantations de fibres définies par une fonctionnelle dont les paramètres sont constants
sur le domaine définissant la structure mince. L’utilisation de paramètres d’optimisation dis-
tribués exclut donc les fibres rectilignes ou bien une géométrie de fibres définie par des
fonctions hyperboliques ou paraboliques (voir par exemple[24]). Il est néanmoins à noter
que l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 1.2.4 peut être utilisé dans ces cas de
paramètres non-distribués, mais il perd alors généralement sa caractéristique principale qui
est que les minimisations par rapport aux paramètres de conception sont locales (c’est-à-dire
effectuées en chaque point, ou numériquement, sur chaqueélément fini).

1.4.1 Orientation optimale d’un matériau orthotrope élastique linéaire

Une étape importante lors de la mise œuvre de l’algorithme d’optimisation décrit dans
la section 1.2.4 est le traitement de la minimisation locale. Lorsque l’un des paramètres
d’optimisation utilisé est l’orientation du matériau considéré, des solutions explicites à cette
minimisation existent.

Dans cette section, nous présentons les travaux de Cheng etPedersen [19] qui résolvent
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le problème de l’orientation optimale des matériaux orthotropes en élasticité linéaire bi-
dimensionnelle, qui sont les modèles classiques de comportement de stratifiés compo-
sites symétriques obtenus après intégration suivant l’épaisseur. Nous nous limiterons à la
présentation des résultats de la minimisation de l’énergie complémentaire locale à contraintes
fixées. L’article traite aussi le cas de la maximisation de l’énergie complémentaire et les cas
de minimisation et maximisation de l’énergie potentielle. Un traitement du cas plus général
de l’élasticité linéaire anisotrope peut être trouvée dans [23] et [56].

Dans toute cette section nous utiliserons la définition en
p2 des vecteurs contraintes et

déformations utilisée par les auteurs. Ces vecteurs s’écrivent alors :� = 0� �11�22p2�121A � = 0� �11�22p2�121A
La matrice de souplesse qui lie les vecteurs contraintes et déformations ainsi définis, sous
l’hypothèse des contraintes planes s’écrit sous la forme:S = 0B� 1E1 ��12E1 0��12E1 1E2 00 0 12G121CA = 1E1 0� 1 �4 � �3 0�4 � �3 1� 2�2 00 0 1� �2 � 3�3 � �41A
avec

8>><>>:�2 = (1� E1=E2)=2�3 = (1 + E1=E2 � E1=G12 + 2�12)=8�4 = (1 + E1=E2 � E1=G12 � 6�12)=8
On considère un état de contraintes� connu fixé. Soit�I et�II les contraintes principales

associées à�. On suppose sans perte de généralité quej �I j�j �II j et queE1 > E2.
Soit � l’angle orienté défini entre l’axe associé à la contrainte principale maximale en

valeur absolue, et la direction du matériau orthotrope associée à la plus grande rigiditéE1.
L’énergie complémentaire localeuC s’écrit alors :uC = 12E1n [1� �2(1� 
os 2�)� �3(1� 
os 4�)℄�2I+ [1� �2(1 + 
os 2�)� �3(1� 
os 4�)℄�2II + 2(�4 � �3 
os 4�)�I�IIo
On différencieuC par rapport à� :�uC�� = �4�3E1 (�I � �II)2 sin 2�(� + 
os 2�) avec � = �24�3 �I + �II�I � �II
En considérant quej �I j�j �II j, on a la propriétésign(�) = �sign(�3) (1.11)
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La condition�uC�� = 0 est obtenue dans les cas suivants :� �2 = �3 = 0 : matériau isotrope� �I = �II : état de contraintes isotrope� � = 0Æ ou � = 90Æ : alignement des directions principales des contraintes avec les
directions d’orthotropie du matériau� 
os 2� = �� : solutions non-triviales (qui n’existent que sij � j� 1)

Le calcul de la dérivée seconde implique alors :�2uC��2 �����=0 = �(�I � �II)2E1 8�3(1 + �)�2uC��2 �����=90 = �(�I � �II)2E1 8�3(1� �)�2uC��2 ����
os 2�=�� = +(�I � �II)2E1 8�3(1� �2)
(pour cette dernière égalité, il s’agit bien d’un signe+, le signe� de l’article est erroné).
Une comparaison des valeurs de l’énergie complémentairepour� = 0, � = 90 (et 
os 2� =�� si j � j� 1) aboutit à : uC j�=0 � uC j�=90 < 0sign� uC j�=0 � uC j
os 2�=�� � = sign (�3) (1.12)sign� uC j�=90 � uCj
os 2�=�� � = sign (�3)

Différents cas existent en fonction des paramètres matériau. Nous présentons le cas qui
correspond aux matériaux composites à fibres longues classiquement rencontrés définis par :G12 < E1E2E1 + (1 + 2�12E2) (1.13)

Dans l’article, cette classe de matériau est appelée ”lowshear stiffness material” avec�3
négatif. Comme�3 est négatif,� est positif (équation (1.11)),�2uC��2 ����=0 > 0 et (1.12) im-

plique : uCj
os 2�=�� > uC j�=90 > uC j�=0
Donc, pour un matériau orthotrope élastique linéaire, l’orientation optimale qui correspond
au minimum global de l’énergie complémentaire locale à contraintes fixées est� = 0,
ce qui correspond à un alignement de la direction principale des contraintes associée à la
contrainte principale maximale en valeur absolue avec la direction d’orthotropie associée à
la plus grande rigiditéE1.
Remarque. Pedersen [58] a prouv́e que dans tous les cas de l’étude, et notamment dans le
cas d́efini par (1.13), l’optimum est obtenu pour des directions principales des contraintes
et des directions principales de déformation aligńees. Dans le cas décrit ci dessus, il y a de
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surcrôıt alignement avec la direction d’orthotropie associéeà la plus grande rigidit́e.

1.4.2 Param̀etres d’optimisation de typeépaisseurs relatives des plis

Considérons un stratifié composite d’épaisseur totale constante à fibres longues curvi-
lignes par couche. Tous les paramètres d’optimisation utilisés dans la suite sont des pa-
ramètres distribués.

Une première approche consisterait par exemple à consid´erer comme paramètres d’opti-
misation l’orientation locale des fibres dans chaque coucheet les épaisseurs des plis suivant
une direction donnée. De nombreuses études ont été men´ees suivant cette optique mais cela
mène à des minimisations par rapport aux paramètres d’optimisation non-convexes.

Une autre approche est d’utiliser un jeu de paramètres d’optimisation qui permet l’étude
d’un problème d’optimisation convexe : les paramètres delamination (”lamination parame-
ters”). Nous présentons ici les travaux de Hammer et al. quise déroulent en deux étapes :

1. Hammer et al. [41] : utilisation des paramètres de lamination pour définir un problème
d’optimisation convexe qui permet de montrer l’existence de solutions (avec l’utilisa-
tion d’une formulation de type minimisation-maximisation(1.8)) et de montrer que,
en élasticité plane, la membrane stratifiée optimale constituée d’un matériau orthotrope
identique dans chaque couche, dans le cas de l’optimisationpar rapport à un chargement
unique, est un monocouche ou un bicouche orthogonal.

2. Hammer [40] : Utilisation des paramètres d’optimisation indépendants associés à un
bicouche orthogonal d’épaisseur totale constante (c’est-à-dire épaisseur relative locale
des couches à 0Æ et orientation locale du stratifié orthotrope) pour l’écriture explicite de
la minimisation locale.

Hammer et al. [41] :

On considère un stratifié constitué de couches élastiques linéaires anisotropes à lois
de comportement identiques. Dans cette démarche, la loi decomportement élastique d’un
modèle classique de plaque de Kirchhoff Love est écrite sous la forme :�NM� = �A BB D�����
oùA;B etD sont exprimés en fonction des caractéristiques du comportement anisotrope de
chaque pli qui constitue le stratifié et des paramètres de lamination qui sont définis comme
des intégrales sur l’épaisseur de la plaque de fonctions trigonométriques de l’angle de rota-
tion de la matrice de rigidité de chaque pli par rapport à unrepère global fixé.

Ces paramètres de lamination sont alors généralisés aucas de plaques constituées à
chaque altitudez d’une microstructure de stratifié infiniment fin à l’échelle macroscopique
mais constituée de plis d’orientations différentes. Dans le cas d’un stratifié d’épaisseur to-



1.4. OPTIMISATION DE STRUCTURES MINCES COMPOSITES MULTICOUCHESÀ
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tale constante, aucun terme de coût n’est introduit et le problème se réduit à la minimi-
sation de la compliance. Le problème d’optimisation est formulé par un problème de type
minimisation-maximisation (équation (1.8)). De cette formulation, l’existence d’une solution
est démontrée.

Dans le cas d’une membrane d’épaisseur constante, sous l’hypothèse des contraintes
planes, seuls trois paramètres de lamination sont alors n´ecessaires. Cependant, la donnée
d’un jeu de paramètres correspond à un stratifié non-unique (il est décrit dans [55] une
méthode analytique qui permet, étant donné un jeu de paramètres de lamination, de définir
un stratifié à trois couches en terme d’épaisseurs de couches et d’orientation).

Néanmoins, il est montré que lors de l’optimisation par rapport à un chargement multiple
pour laquelle le critère à minimiser est défini comme la somme pondérée des compliances as-
sociées à chaque cas de charge, le stratifié optimal peut ˆetre construit à l’aide d’au plus deux
plis qui sont orientés d’un angle+� et d’un angle�� par rapport à une direction tournée
par rapport au repère global. De plus, dans le cas de plis constitués d’un matériau orthotrope
(supposé identique dans toutes les couches), il est montr´e que, lors de l’optimisation par rap-
port à un chargement unique, le stratifié optimal peut être obtenu suivant les cas, par un mo-
nocouche ou un bicouche orthogonal, les directions d’orthotropie du stratifié homogénéisé
suivant l’épaisseur étant alignées suivant les directions principales des déformations.

Hammer [40] :

Dans ce dernier cas, Hammer a alors considéré le problèmed’optimisation de la com-
pliance en utilisant des paramètres d’optimisation qui caractérisent de tels multicouches.
Chaque pli est supposé avoir le même comportement élastique linéaire orthotrope (tourné
de 90Æ dans le cas du bicouche). On noteE1, E2, G12 et �12 les coefficients du matériau or-
thotrope utilisé et on suppose sans perte de généralitéqueE1 > E2. Le comportement local
homogénéisé du bicouche, ainsi que le comportement du monocouche sont donc orthotropes.

En considérant une épaisseur totale unité, deux paramètres uniquement sont à considérer :
l’épaisseur relativeh des couches orientées à 0Æ (pour le bicouche, l’épaisseur des couches
à 90Æ est alors(1 � h)), et l’orientation locale� du stratifié orthotrope. Nous supposons,
sans perte de généralité, queh > 1=2, c’est-à-dire que la direction d’orthotropie de plus
grande rigidité du matériau homogénéisé est alignéeavec la direction d’orthotropie de plus
grande rigidité des couches d’épaisseurh. Dans ce travail, Hammer utilise une formulation
du problème d’optimisation du type (1.5) basée sur l’énergie complémentaire sans prise en
compte d’un terme de coût et l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 1.2.4.

Avec le jeu de paramètres utilisé, la minimisation localede l’algorithme d’optimisation
est explicite. Considérons tout d’abord la minimisation locale par rapport à l’orientation lo-
cale du stratifié. L’orientation optimale est donnée par l’alignement de la direction d’ortho-
tropie de plus grande rigidité (pour le bicouche, suivant la direction de la couche d’épaisseurh) avec la direction principale des contraintes associée àla contrainte principale maximale en
valeur absolue (voir section 1.4.1). Cette direction optimale est indépendante des paramètres
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matériauE1, E2, �12,G12 et de l’épaisseur relativeh.

L’angle d’orientation local du stratifié étant donné, ilreste à résoudre le problème de mi-
nimisation par rapport à l’épaisseur relativeh. Pour ceci, nous n’utiliserons pas les notations
de l’article mais présenterons les résultats en utilisant les paramètres matériauE1, E2, �12,G12. L’énergie complémentaire locale s’écrit sous la forme:

uC = �IE1 C Mh + Ph2 � h+ C avec

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
C = E(E�2�1)(E�1)2E = E2=E1� = �12s = �II=�IM = (1� E)(s2 � 1)P = Es2 � 2�Es+ 1

et l’épaisseur relative optimale est :

Cas 1 : hopt = (1� E�) + sE(1� �)(E � 1)(s� 1) si �1 <s < �(1� �)E1� �E
Cas 2 : hopt = 1 si �(1� �)E1� �E <s < +(1 + �)E1 + �E
Cas 3 : hopt = �(1 + E�) + sE(1 + �)(E � 1)(s+ 1) si +(1 + �)E1 + �E <s < 1

Ces résultats sont représentés sur la figure 1.2 extraitede l’article.

Cette étude clos le problème de l’optimisation de membranes composites multicouches
de comportement identique par couche d’épaisseur totale constante à fibres longues curvi-
lignes dans le cadre des paramètres distribués. Une limitation de l’approche est le fait que
le comportement de chaque matériau dans chaque couche est supposé identique. Dans l’op-
tique de palier à cette limitation, la section suivante traite le problème de l’optimisation de
membranes composites avec prise en compte de la proportion de fibres comme paramètre
d’optimisation.

1.4.3 Param̀etres d’optimisation de type proportion de fibres

Considérons maintenant une plaque composite d’épaisseur totale constante à fibres
longues curvilignes de proportion variable. Le cas le plus simple est celui d’une struc-
ture mince monocouche. Dans ce cas, deux paramètres d’optimisation distribués sont à
considérer : l’orientation locale du matériau orthotrope formé par le mélange fibres et ma-
trice et la proportion de fibres. Une telle approche est utilisée par Terrel [62] et par Duvaut
et al. [34] pour des membranes composites en élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse
des contraintes planes et pour des coques.

Le terme de coût dans ces études est choisi linéaire en fonction de la proportion de
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Figure 1.2 — Epaisseur relative optimale (t) en fonction du rapport des contraintes membra-
naires généralisées (NI etNII ) (Hammer [40])

fibres� : COUT (�) = k ZS �dS
L’algorithme d’optimisation décrit dans la section 1.2.4est utilisé. La minimisation locale à
contraintes fixées peut s’écrire explicitement dans le cas de membranes bidimensionnelles
si on utilise comme processus d’homogénéisation la loi des mélanges. En effet, quelque soit
la proportion de fibres, le matériau homogénéisé est orthotrope, et s’oriente donc suivant la
direction principales des contraintes qui est maximale en valeur absolue (voir section 1.4.1).
L’angle optimal étant alors donné, on se ramène à la minimisation par rapport à la propor-
tion de fibres, supposée comprise dans l’intervalle[�min; �max℄. Cette dernière minimisation
est explicite (elle se met sous la forme de la résolution d’un polynôme de degré 2), et un
résultat de convergence théorique de l’algorithme d’optimisation existe [62]. D’un point de
vue numérique, cette méthode est peu coûteuse car les minimisations locales sont explicites.
Un exemple, extrait de [62], d’une telle optimisation est présenté dans la figure 1.3.

Dans le cas de coques composites, la minimisation locale parrapport à la proportion
de fibres à orientation fixée reste explicite, mais la minimisation locale par rapport à
l’orientation à proportion de fibres fixée ne l’est plus. Une méthode numérique doit être
utilisée. Différents exemples numériques, tels des cylindres et des cônes ellipsoı̈daux, qui
peuvent modéliser par exemple des queues d’hélicoptères sont présentés dans [62].
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Figure 1.3 — Résultats de l’optimisation d’une membrane composite monocouche à fibres
longues curvilignes de proportion variable chargée dans son plan (extrait de Terrel [62])

Dans le cas de membranes composites stratifiées, de multiples jeux de paramètres
peuvent être utilisés. On peut par exemple considérer unbicouche orthogonal symétrique
à fibres longues curvilignes de proportion variable par couche. Une telle étude a été menée
par Thomsen [64] : elle fait appel à une méthode de programmation mathématique pour
déterminer les proportions de fibres et les épaisseurs relatives à chaque itération de l’algo-
rithme. Les résultats théoriques de l’étude menée par Hammer et al. [41] ne sont cependant
plus applicables car on considère maintenant un matériaudifférent par couche. On ne sait
donc plus si le stratifié optimal est un bicouche orthogonaldans ce cas.

1.5 Optimisation structurale enélasticité non-linéaire

Tous les travaux présentés jusqu’à présent ont pour cadre l’élasticité linéaire. De nom-
breuses évolutions peuvent être envisagées suivant lestypes de non-linéarités prises en
compte. Dans une première partie on listera les travaux relatifs à l’orientation optimale d’un
certain nombre de matériaux élastiques non-linéaires sous l’hypothèse des petites perturba-
tions (petits déplacements et petites déformations). Ensuite on présentera les différentes non-
linéarités qui peuvent être prises en compte et les évolutions nécessaires à la formulation du
problème d’optimisation qui en découlent.

1.5.1 Orientation optimale de quelques mat́eriaux élastiques non-
lin éaires

Dans cette section, nous considérons, en suivant le travail de Lellep et Majak [51, 52, 53],
dans le cadre de l’élasticité plane, sous l’hypothèse des petites perturbations, une loi de
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comportement élastique non-linéaire du type :� = F (�e; Ei)[C℄� (1.14)

où [C℄ est une matrice à coefficients adimensionnels et oùF est une fonction différentiable
donnée qui dépend de la déformation effective�e définie par�2e = �T [C℄� et de coefficients
matériauEi. Différentes définitions de la fonctionF donnent lieu à différentes lois de com-
portement :

Cas 1 :F (�e; Ei) = E1 : matériau élastique linéaire
Cas 2 :F (�e; Ei) = �p�1e E1 : loi de comportement de type puissance (”power law non-

linear elasticity”)
Cas 3 :F (�e; Ei) = E1�e ln(E2�e + 1) : loi de comportement de type logarithmique

Cas 4 :F (�e; Ei) =PNi=1 �i�1e Ei : loi de comportement de type série de puissance

Plaçons nous dans le cas oùE1[C℄ correspond à une matrice de rigidité définissant une
loi de comportement orthotrope élastique linéaire.

Si F (�e; Ei) = E1, la loi de comportement est orthotrope élastique linéaire et on se re-
trouve dans le cas de la section 1.4.1. SiF (�e; Ei) est défini suivant une loi de type puissance
(cas 2) ou de type logarithmique (cas 3), il est montré dans [52] et [53] que les orienta-
tions optimales dans ces deux cas coı̈ncident avec celles obtenues dans le cas de l’élasticité
linéaire. Dans le cas d’une série de type puissance (cas 4), il est montré dans [51] que l’en-
semble des extremums inclut les extremums du cas élastiquelinéaire. Cependant d’autres
extremums peuvent exister et peuvent correspondre au minimum global ou au maximum
global.

Dans le cas des lois de comportement anisotropes élastiques non-linéaires, nous citerons
le travail [56], qui pour des lois de comportement de type (1.14), propose une approche basée
sur un critère qui aboutit à un comportement anisotrope optimal le plus proche possible d’un
comportement orthotrope.

1.5.2 Les diff́erents types de non-lińearités en optimisation

Dans le cadre de la maximisation de la rigidité d’une structure basée sur un critère défini à
partir de la compliance, différentes non-linéarités peuvent être introduites et ont fait l’objet de
travaux nombreux ces dernières années. Nous citons ici quelques travaux et leurs spécificités
au regard des non-linéarités considérées, qui dans de nombreux cas aboutissent à l’utilisa-
tion d’algorithmes d’optimisation différents de celui présenté dans la section 1.2.4, considéré
comme point de base de cette bibliographie. Les travaux éloignés du champ d’application
de l’algorithme d’optimisation considéré ne seront que cités, tandis que ceux qui s’en rap-
prochent seront brièvement décrits.

Différents types de non-linéarités existent. On peut citer par exemple les non-linéarités
géométriques, les lois de comportement élastiques non-linéaires (hyperélastiques) ou
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bien non-linéaires (élastoplastiques, viscoélastiques, endommageables), et les chargements
dépendant des paramètres d’optimisation.

Les chargements extérieurs dépendant des paramètres d’optimisation ont été traités dans
le cadre de l’optimisation topologique par Hammer et Olhoff[42]. Dans ce travail, un al-
gorithme d’optimisation est défini sous l’hypothèse des petites perturbations. Il permet de
prendre en compte la position et la direction d’un chargement de pression sur tout ou partie
de la frontière extérieure en fonction de la répartitiondu matériau à l’intérieur du domaine
de conception. Cette étude utilise des matériaux à loi decomportement SIMP (voir sec-
tion 1.3.3). Cette étude ne peut s’effectuer avec l’algorithme décrit dans la section 1.2.4, car
dans ce cas, l’écriture du théorème de l’énergie compl´ementaire ne pourrait plus se faire avec
le champ de contraintes de l’itération précédente car ilne serait plus statiquement admissible.

Ensuite, toujours dans l’hypothèse des petites perturbations, la loi de comportement
élastique non-linéaire de type puissance définie dans lasection précédente a été étudiée par
Pedersen et Taylor [60]. Dans le cadre de la minimisation de la compliance sans prise en
compte du terme de coût, il est prouvé que :

1. dans le cas de paramètres d’optimisation distribués detype orientation, la condition
nécessaire de stationnarité de la compliance totale se r´eduit à la condition de stationna-
rité de l’énergie de déformation locale en chaque point du domaine. Les auteurs parlent
alors de la mise en place possible d’un algorithme d’optimisation itératif pour trouver
une solution satisfaisant la condition locale obtenue, mais ne le décrivent pas.

2. en considérant l’épaisseur de la plaque comme un param`etre d’optimisation distribué,
pour une quantité totale de matériau fixée, la répartition optimale de matériau est
indépendante de l’exposant de la loi puissance.

Enfin, d’autres études considèrent des problèmes d’optimisation topologiques basés sur
la compliance dans le cadre de grands déplacements, de grandes déformations ou bien de
lois de comportement hyperélastiques, ou bien de combinaisons de ces trois types de non-
linéarités. A titre d’exemple, nous pouvons citer les travaux [18] (grands déplacements, pe-
tites déformations, élasticité linéaire), et [17] (grands déplacements, petites déformations,
hyperélasticité). Mais dans ces exemples, les algorithmes d’optimisation utilisés ne sont plus
de la famille de celui décrit dans la section 1.2.4, et ne seront pas présentés ici.

1.6 Conclusion

La littérature associée à l’optimisation de structuresminces composites multicouches à
fibres longues est limitée au vue des applications industrielles qu’elle permet de traiter. Sauf
dans le cas de l’optimisation d’un cône composite qui peut ˆetre utilisé pour modéliser des
structures industrielles comme par exemple les queues d’h´elicoptères, les résultats pourtant
riches par rapport aux types de paramètres d’optimisationutilisables ne sont pas d’un grand
secours pour l’optimisation de structures industrielles complexes.

Lorsque des lois de comportement non-linéaires sont considérées, les méthodes mises
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en œuvre pour résoudre le problème d’optimisation définià l’aide d’un critère basé sur la
compliance font alors appel à des algorithmes élaborés différents de celui présenté dans le
cas de l’élasticité linéaire sous l’hypothèse des petits déplacements et petites déformations
dans la section 1.2.4.

Ces deux constats sont le fondement des deux axes de développement suivis au cours du
travail présenté dans cette thèse :� utilisation de l’algorithme présenté dans la section 1.2.4 pour optimiser des structures

composites à caractère industriel de type assemblages deplaques composites,� extension du domaine d’application de l’algorithme présenté dans la section 1.2.4 à des
lois de comportement élastiques non-linéaires, notamment à des lois de comportement
dissymétriques en traction-compression qui permettent la prise en compte de l’effet du
micro-flambage en compression des fibres longues curvilignes au sein de matériaux
composites utilisés dans des structures minces stratifiées.





Chapitre 2

Modélisation du renfort d’un milieu
tridimensionnel

Un objectif de la thèse est de traiter l’optimisation de structures composites industrielles
de type assemblage de plaques composites. Pour ce faire, il nous faut définir un modèle de
ce type de structures notamment compatible avec l’algorithme d’optimisation à paramètres
distribués (ou une évolution de celui-ci) défini dans le chapitre 1.

Dans ce chapitre, un modèle original du renforcement d’un milieu tridimensionnel
élastique linéaire par une plaque de Kirchhoff Love interne ou externe à ce milieu est
développé. En considérant que le milieu tridimensionnel n’est en fait qu’un matériau de rem-
plissage qui, à la limite, ne possède pas de rigidité significative, un assemblage de plaques
composites peut alors être modélisé par un milieu tridimensionnel de faible rigidité renforcé
par des plaques de Kirchhoff Love beaucoup plus rigides.

Dans le cas d’un milieu tridimensionnel avec un renfort interne et un renfort externe,
une mise en équation originale est effectuée. Le systèmed’équations obtenu peut alors se
mettre sous forme variationnelle. Les formulations variationnelles en déplacements et en
contraintes ainsi que les théorèmes de l’énergie associés sont démontrés, ce qui permet de
prouver l’existence et l’unicité d’une solution au probl`eme élastique. Enfin, une mise en
œuvre numérique dans le cas d’un modèle de renfort de type membrane avec effort normal
est présentée et un exemple académique de renforcement interne d’un milieu tridimensionnel
traité.
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Figure 2.1 — Description d’un milieu tridimensionnel renforcé par un renfort interne et un
renfort externe

2.1 Description du problème

On considère un milieu tridimensionnel
. Sa frontière est divisée en deux surfaces�0 et�1. Sur�0 est imposé un déplacement nul, sur�1 un chargement surfaciqueF . Un charge-
ment volumiquef est imposé dans
.

Dans le cas de l’introduction d’un renfort interne, une surface planeS coupe
 en deux
milieux 
+ et 
�. Dans le cas d’un renfort externe, une surface planeS 0 est placée sur la
surface extérieure de
. Le chargementF s’applique alors sur la partie supérieure deS 0 (voir
figure 2.1).

Dans la suite on considérera un milieu tridimensionnel avec un renfort interne et un
renfort externe placé sur
+. On suppose, sans perte de généralité, que les renforts sont
inclus dans des plans parallèles au plan(~x; ~y). Le vecteur~z est donc une normale extérieure
à
+ sur toute la frontière définie parS 0 et est un vecteur normal àS etS 0.
2.2 Equations locales relatives au milieu tridimensionnel

Les équations d’équilibre dans
+ et
� s’écrivent :� �ij;j + fi = 0 dans
+�ij;j + fi = 0 dans
� (2.1)

Les conditions aux limites en déplacements sont :ui = 0 sur�0 (2.2)
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Les conditions aux limites en efforts s’écrivent sur la frontière sans présence du renfortS 0 :�ij nj = Fi sur�1nS 0 (2.3)

On considère que les milieux
+ et
� sont élastiques linéaires :�ij = aijkl �kl(u), �ij(u) = Aijkl �kl (2.4)

2.3 Equations locales relatives aux renforts mod́elisés par
des plaques de Kirchhoff Love

L’objectif de cette section est d’écrire les équations relatives aux renforts interne et ex-
terne dans le cadre d’un modèle de plaque de Kirchhoff Love.La difficulté majeure réside
dans l’expression du chargement extérieur appliqué aux plaques de renfort. Pour le définir,
on rappelle tout d’abord les équations de plaque de Reissner Mindlin avec l’expression du
chargement de type plaque en fonction du chargement tridimensionnel appliqué à la struc-
ture tridimensionnelle modélisée par une plaque (section 2.3.1). Puis on exprime les char-
gements de type plaque appliqués au renfort interne et au renfort externe en fonction de
l’état de contraintes au sein des milieux
+ et
� et du chargement extérieur appliqué à

(section 2.3.2). On effectue alors l’hypothèse cinématique de Kirchhoff Love pour définir
les lois de comportement des renforts et les conditions aux limites qui leur sont appliquées
(section 2.3.3). En définitive, les équations, à caract`ere bidimensionnel, relatives aux ren-
forts interne et externe modélisés par des plaques de Kirchhoff Love sont résumées dans la
section 2.3.4.

2.3.1 Equations d’́equilibre et conditions aux limites naturelles d’une
plaque de Reissner Mindlin

Considérons le milieu tridimensionnel
S de faible épaisseurh représenté sur la fi-
gure 2.2. Ses faces supérieures et inférieuresS+ etS� sont planes et parallèles. Sa surface
moyenne sera notéeS. On suppose que le milieu
S est chargé par une densité surfacique
d’effort F 3D sur sa frontière extérieure (notéeF 3D+ sur S+, F 3D� sur S� et F 3D sur la
frontière latérale de
S) et par une densité volumique d’effortf 3D. L’application du principe
des puissances virtuelles avec le choix d’un champ de déplacements virtuels de type Reissner
Mindlin de la forme :� u3D� (x; y; z) = u�(x; y) + z l�(x; y)u3D3 (x; y; z) = w(x; y) (avec� = 1; 2)
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PLAQUES DE KIRCHHOFF LOVE 37

S S+
S� hF 3D

Figure 2.2 — Description du milieu tridimensionnel utilisé pour la définition du milieu
plaque

conduit aux équations d’équilibres et aux conditions auxlimites en efforts suivantes :8<: N��;� + F S� = 0Q�;� + f = 0M��;� �Q� +m� = 0 dansS; 8<: N���� = FB�Q��� = TM���� = �� sur�S (2.5)

où� est une normale extérieure àS, e��(v) = 12(v�;� + v�;�), et8>><>>:N�� = R +h=2�h=2 ��� dzM�� = R +h=2�h=2 z ��� dzQ� = R +h=2�h=2 ��3 dz8>><>>:f = F 3D+3 + F 3D�3 + R +h=2�h=2 f 3D3 dzm� = h2 �F 3D+� � F 3D�� �+ R +h=2�h=2 f 3D� dzF S� = F 3D+� + F 3D�� + R +h=2�h=2 f 3D� dz8>><>>:T = R +h=2�h=2 F 3D3 dzFB� = R +h=2�h=2 F 3D� dz�� = R +h=2�h=2 z F 3D� dz
2.3.2 Expression du chargement extérieur des renforts

Hypothèse sur le poids des renforts : On néglige le poids des renforts, ce qui impliqueZ +h=2�h=2 f 3D� dz = Z +h=2�h=2 f 3D3 dz = 0 ; Z +h=2�h=2 z f 3D� dz = 0 (2.6)

Expressions def ,m� et F S� pour le renfort interne : Le chargementF 3D� appliqué sur
la face inférieure du renfort interne est supposé égal auvecteur contrainte appliqué par le
milieu tridimensionnel en contact. On note�� le champ de contraintes au sein du milieu tri-
dimensionnel
� au niveau de la face inférieure du renfort. Le vecteur~z est normal extérieur
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à
�. Le chargement appliqué par le milieu
� sur la face inférieure est donc :F 3D�i = �(��ij nj) = ���i3
Le chargement surfaciqueF 3D+i appliqué sur la face supérieure est supposé égal au vec-
teur contrainte appliqué par le milieu tridimensionnel encontact. On note�+ le champ de
contraintes au sein du milieu tridimensionnel
+ au niveau de la face supérieure du renfort.
Le vecteur�~z est normal extérieur à
+. Le chargement appliqué par le milieu
+ sur la
face supérieure est donc : F 3D+i = �(�+ij nj) = +�+i3
Compte tenu de l’hypothèse (2.6), on obtient alors pour le renfort interne :F S� = �+�3 � ���3 f = �+33 � ��33 m� = h2 ��+�3 + ���3� (2.7)

Expressions def ,m� et F S� pour le renfort externe : Comme décrit dans la section 2.1,
on suppose que le renfort externe est inclus dans�1. Pour le renfort externe, le chargement
surfacique appliqué sur la face supérieure du renfort estdonc le chargement surfaciqueF ,
ce qui implique : F 3D+i = Fi
Le chargementF 3D� appliqué sur la face inférieure du renfort externe est supposé égal au
vecteur contrainte appliqué par le milieu tridimensionnel en contact. On note�� le champ de
contraintes au sein du milieu tridimensionnel
+ au niveau de la face inférieure du renfort.
Le vecteur~z est normal extérieur à
+. Le chargement appliqué par le milieu
+ sur la face
inférieure est donc : F 3D�i = �(��ij nj) = ���i3
On obtient alors pour le renfort externe, compte tenu de l’hypothèse (2.6) :F S� = F� � ���3 f = F3 � ��33 m� = h2 �F� + ���3� (2.8)

Hypothèse sur le chargement surfacique de momentm� : Pour la résolution du système
d’équations global (milieu tridimensionnel et renforts), les contraintes tridimensionnelles�+
et��, les efforts généralisésN��,Q� etM��;� des milieux plaques et le chargement extérieurF seront supposés être du même ordre de grandeur en h, h étant un petit paramètre.

Compte tenu des expressions dem déterminées dans (2.7) et (2.8), la troisième équation
d’équilibre de (2.5) s’écrit :M��;� �Q� + h2 ��+�3 + ���3� = 0 pour le renfort interneM��;� �Q� + h2 �F� + ���3� = 0 pour le renfort externe

(2.9)
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PLAQUES DE KIRCHHOFF LOVE 39Q�,M��;�, �+�3, ���3 etF� étant supposés être du même ordre en h, on a alors :h2 ��+�3 + ���3�� Q� h2 �F� + ���3�� Q�h2 ��+�3 + ���3��M��;� h2 �F� + ���3��M��;�
L’équation d’équilibre (2.9) peut donc être simplifiéesous la forme suivante, identique pour
le renfort interne et le renfort externe :M��;� �Q� = 0 (2.10)

Expression du chargement ext́erieur sur le pourtour de la plaque (T ,FB� ,��) : Compte
tenu de la faible épaisseur des renforts, on néglige les effets du chargement sur le bord latéral
de
S devant les effets du chargement surfacique appliqué surS+ etS�, ce qui s’écrit :T = 0 FB� = 0 �� = 0
En considérant (2.10), les conditions aux limites de (2.5)s’écrivent pour le renfort interne et
pour le renfort externe : 8<: N�� �� = 0M��;� �� = 0M�� �� = 0
2.3.3 Loi de comportement et conditions aux limites en d́eplacements

On effectue l’hypothèse cinématique supplémentairel� = ��w=�x�. Le modèle de
plaque utilisé pour les renforts est donc un modèle de Kirchhoff Love.

Loi de comportement La loi de comportement des plaques renforts est supposée élastique
linéaire, et s’écrit dans le cadre d’un modèle de plaque de Kirchhoff Love pour le renfort
interne et pour le renfort externe sous la forme :� N�� = b��
Æ e
Æ(u)M�� = �d��
Æ w;
Æ
où b etd sont symétriques définis positifs.

Conditions aux limites en d́eplacements Comme décrit en section 2.1, on suppose que le
renfort externe est inclus dans�1. Donc, aussi bien pour le renfort interne que pour le renfort
externe, les conditions aux limites en déplacements d’encastrement appliquées au milieu
, si elles sont actives, ne s’appliquent que sur le pourtour de la plaque. Ces conditions
d’encastrement s’écrivent dans le cadre d’un modèle de plaque de Kirchhoff Love, pour le
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renfort interne et le renfort externe sous la forme :8<: u� = 0w = 0�w�� = 0 sur�0 \ �S
2.3.4 Equations relatives aux renforts interne et externe modélisés par

des plaques de Kirchhoff Love

On identifie les déplacements de la surface moyenne des plaques de renfort aux
déplacements du (ou des) milieu(x) tridimensionnel(s) environnant(s). On notera les gran-
deurs relatives au renfort externe par des notations prime (X 0). On résume ici les équations à
caractère bidimensionnel relatives aux renforts internes et externes modélisés par des plaques
de Kirchhoff Love.

Les équations relatives au renfort interne s’écrivent :� N��;� + � �+�3 � ���3� = 0M��;�� + � �+33 � ��33� = 0 dansS; � N�� = b��
Æ e
Æ(u)M�� = �d��
Æ u3;
Æ dansS8<: N���� = 0M��;��� = 0M���� = 0 sur�S \ �1; � u� = u3 = 0�u3�� = 0 sur�S \ �0
(2.11)

Les équations relatives au renfort externe sont :� N 0��;� + � F� � ���3� = 0M 0��;�� + � F3 � ��33� = 0 dansS 0; � N 0�� = b0��
Æ e
Æ(u)M 0�� = �d0��
Æ u3;
Æ dansS 08<: N 0���� = 0M 0��;��� = 0M 0���� = 0 sur�S 0 \ �1; � u� = u3 = 0�u3�� = 0 sur�S 0 \ �0
(2.12)

2.4 Formulations variationnelles

Le système d’équation(P ) à résoudre est constitué des équations (2.1), (2.2), (2.3), (2.4),
(2.11) et (2.12). Le bloc d’équation (2.1)-(2.4) relatif au milieu tridimensionnel
 est lié aux
blocs (2.11) et (2.12) relatifs aux renforts par le champ de déplacements mais aussi par les
valeurs des contraintes au sein des milieux
+ et 
� sur leurs frontières où se situent les
renforts.

L’objectif de cette section est l’écriture du problème(P ) sous forme variationnelle.
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2.4.1 Formulation variationnelle en d́eplacements

Introduisons l’espace vectorielV des champs de déplacements admissibles :V = 8>>><>>>: vjv = (v1; v2; v3) ; vi 2 H1(
)v�jS 2 H1(S) ; v3jS 2 H2(S) ; v�jS0 2 H1(S 0) ; v3jS0 2 H2(S 0)v = 0 sur�0; �v3�� = 0 sur�S \ �0 et �S 0 \ �0 9>>>=>>>;
Théorème 1.Siu est solution du problème(P ) alorsu 2 V; a(u; v) = L(v) 8 v 2 V: (2.13)

avec8>>>>>>><>>>>>>>:
a(u; v) = Z
 aijkl �ij(u) �kl(v)dV + ZS b��
Æe��(u)e
Æ(v)dS + ZS d��
Æ �2u3�x��x� �2v3�x
�xÆ dS+ ZS0 b0��
Æe��(u)e
Æ(v)dS + ZS0 d0��
Æ �2u3�x��x� �2v3�x
�xÆ dSL(v) = Z�1 F :vdS + Z
 f :vdV

Démonstration.

Résultat pŕeliminaire 1 :

Intégrons par parties la grandeur suivante :ZS �N���x� v�dS = Z�S N����v� ds� ZS N�� �v��x� dS
Sur�S \ �0, v� = 0 et sur�S \ �1,N���� = 0, doncZS �N���x� v�dS = � ZS N�� �v��x� dS = � ZS N�� e��(v)dS (2.14)

De même, commev� = 0 sur�S 0\�0, etN���� = 0 sur�S\�1, une intégration par parties
implique : ZS0 �N 0���x� v�dS = � ZS0 N 0�� e��(v)dS (2.15)

Résultat pŕeliminaire 2 :

Intégrons par parties la grandeur suivante :ZS �2M���x��x� v3dS = Z�S �M���x� ��v3ds� ZS �M���x� �v3�x� dS (2.16)
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Sur�S \ �0, v� = 0 et sur�S \ �1,M��;��� = 0, doncZ�S �M���x� ��v3ds = 0 (2.17)

On intègre par parties :� ZS �M���x� �v3�x� dS = � Z�SM���� �v3�x� ds+ ZSM�� �2v3�x��x� dS (2.18)

En considérantv3;� = �v3�� �� + �v3�s t�, où� et t sont les vecteurs respectivement normaux et
tangents à�S, ets l’abscisse curviligne définie sur�S, on a :Z�SM���� �v3�x�ds = Z�SM���� �v3�� ��ds+ Z�SM���� �v3�s t�ds
Nous avons les conditions aux limites suivantes :� sur�S \ �1,M���� = 0� Sur�S \ �0 : �v3=�� = 0� v3 = 0 sur�S \ �0 ) �v3=�s = 0 sur�S \ �0
donc Z�SM���� �v3�x�ds = 0
et (2.18) devient : � ZS �M���x� �v3�x�dS = ZSM�� �2v3�x��x� dS (2.19)

Compte tenu de (2.17) et (2.19), l’équation (2.16) devient:ZS �2M���x��x� v3dS = ZSM�� �2v3�x��x� dS (2.20)

D’une manière analogue, en utilisant les conditions aux limites associées au renfort externe,
on prouve que : ZS0 �2M 0���x��x� v3dS = ZS0 M 0�� �2v3�x��x� dS (2.21)

Démonstration principale :

Si u est le champ de déplacements solution, on au 2 V . Soit alors un élément quel-
conquev 2 V , multiplions (2.1) parvi, et intégrons sur
+ :Z
+ ��ij;j vidV = Z
+ fividV (2.22)
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On intègre par parties :Z
+ ��ij;jvidV = Z�
+ ��ijnjvidS + Z
+ �ijvi;jdV
Dans notre configuration,�
+ = (�
+ \ �0) [ (�
+ \ (�1 n S 0)) [ (S) [ (S 0) :� sur�
+ \ �0 : vi = 0� sur�
+ \ (�1 n S 0) : �ijnj = Fi� surS : Le vecteur normal extérieur à
+ est�~z, et� = �+� surS 0 : Le vecteur normal extérieur à
+ est+~z, et� = ��
(Nous rappelons ici que�+ et �� sont surS respectivement les contraintes au sein des
milieux 
+ et 
� sur leur frontière communeS et que�� est surS 0 la contrainte au sein
du milieu
+ sur sa frontièreS 0, les signes+ et � étant utilisés pour indiquer les faces
supérieure et inférieure de chaque renfort, voir section2.3.2)
Donc Z�
+ �ijnjvidS = Z�
+\(�1nS0) FividS + ZS ��+i3vidS + ZS0 ��i3vidS
Compte tenu que Z
+ �ijvi;jdV = Z
+ �ij�ij(v)dV
l’équation (2.22) s’écrit :Z
+ �ij�ij(v)dV = Z�
+\(�1nS0) FividS+Z
+ fividV +ZS ��+i3vidS+ZS0 ��i3vidS (2.23)

Maintenant, multiplions (2.1) parvi, et intégrons sur
� :Z
+ ��ij;j vidV = Z
+ fividV
Dans notre configuration,�
� = (�
� \ �0) [ (�
� \ �1) [ (S) :� sur�
� \ �0 : vi = 0� sur�
� \ �1 : �ijnj = Fi� surS : Le vecteur normal extérieur à
� est+~z, et� = ��
Une intégration par parties similaire à celle effectuéepour
+ conduit à :Z
� �ij�ij(v)dV = Z�
�\�1 FividS + Z
� fividV + ZS ��i3vidS (2.24)

On ajoute membre à membre les équations (2.23) et (2.24) pour obtenir :Z
 �ij�ij(v)dV = ZS(��i3 � �+i3)vidS + ZS0 ��i3vidS + Z�1nS0 FividS + Z
 fividV 8 v 2 V
On élimine��i3 � �+i3 dans l’intégrale surS en utilisant les équations d’équilibre de (2.11) et
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 �ij�ij(v)dV � ZS �N���x� v�dS � ZS �2M���x��x� v3dS� ZS0 �N 0���x� v�dS � ZS0 �2M 0���x��x� v3dS = Z�1 FividS + Z
 fividV8 v 2 V:
Compte tenu de (2.14), (2.15), (2.20) et (2.21), l’équation précédente se réécrit sous la
forme :Z
 �ij�ij(v)dV + ZS N�� e��(v)dS � ZSM�� �2v3�x��x� dS+ ZS0 N 0�� e��(v)dS � ZS0 M 0�� �2v3�x��x� dS = Z�1 FividS + Z
 fividV8 v 2 V
On utilise alors les lois de comportement (2.4) du milieu
 et celles du renfort interne (2.11)
et externe (2.12) pour obtenir (2.13).

2.4.2 Formulation variationnelle en contraintes

Introduisons l’espace des champs de contraintes statiquement admissibles :

�ad =
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(�ij ; N��� ; M��� ; N 0��� ; M 0���) ; (i; j = 1; 2; 3) ; (�; � = 1; 2);�ij = �ji ; N��� = N��� ; M��� =M��� ; N 0��� = N 0��� ; M 0��� =M 0��� ;��ij�xj + fi = 0 dans
+ et
� ; �ij nj = Fi sur�1 n S 0�N����x� + �+�3 � ���3 = 0 dansS; N����� = 0 sur�S \ �1�2M����x��x� + �+33 � ��33 = 0 dansS ; M����� = 0 ; �M����x� �� = 0 sur�S \ �1;�N 0����x� + F� � ���3 = 0 dansS 0; N 0����� = 0 sur�S 0 \ �1�2M 0����x��x� + F3 � ��33 = 0 dansS 0 ; M 0����� = 0 ; �M 0����x� �� = 0 sur�S 0 \ �1

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
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Théorème 2.Si (�;N;M;N 0;M 0) est un champ de contraintes solution de (P) alors :(�;N;M;N 0;M 0) 2 �adA(�; � � �) +BT (N;N� �N) +BN(M;M� �M)+B0T (N 0; N 0� �N 0) +B0N (M 0;M 0� �M 0) = 08(�; N�;M�; N 0�;M 0�) 2 �ad (2.25)

avec

8>>>>>><>>>>>>:
A(�; �) = Z
Aijkl �ij �kl dVBT (N;N�) = ZS B��
Æ N�� N�
Æ dS ; BN(M;M�) = ZSD��
Æ M�� M�
Æ dSB0T (N 0; N 0�) = ZS0 B0��
Æ N 0�� N 0�
Æ dS ; B0N(M 0;M 0�) = ZS0 D0��
Æ M 0�� M 0�
Æ dS

oùA, B,D, B0 etD0 sont les tenseurs inverses dea, b, d, b0 etd0 respectivement.

Démonstration.Siu et� sont solutions du problème, on écrit (2.4) sous la forme :�ij(u) = Aijkl�kl (2.26)

On multiplie cette équation par�ij � �ij, et on intègre sur
+ :Z
+(�ij � �ij)�ij(u)dV = Z
+ Aijkl�kl(�ij � �ij)dV (2.27)

Intégrons par parties :Z
+(�ij � �ij)�ij(u) dV = Z
+(�ij � �ij)ui;j dV= Z�
+(�ij � �ij)njui dS � Z
+(�ij;j � �ij;j)ui dV
Dans
+, �ij;j + fi = 0 et�ij;j + fi = 0, donc�ij;j � �ij;j = 0.
Dans notre configuration,�
+ = (�
+ \ �0) [ (�
+ \ (�1 n S 0)) [ (S) [ (S 0) :� sur�
+ \ �0 : vi = 0� sur�
+ \ (�1 n S 0) : �ijnj = Fi et�ijnj = Fi, donc(�ij � �ij)nj = 0� surS : Le vecteur normal extérieur à
+ est�~z, � = �+ et � = �+� surS 0 : Le vecteur normal extérieur à
+ est+~z, � = �� et � = ��
(Nous rappelons ici que�+ et �� (ou �+ et ��) sont surS respectivement les contraintes
au sein des milieux
+ et 
� sur leur frontière communeS et que�� (ou ��) est surS 0
la contrainte au sein du milieu
+ sur sa frontièreS 0, les signes+ et� étant utilisés pour
indiquer les faces supérieure et inférieure de chaque renfort, voir section 2.3.2)
Donc Z
+(�ij � �ij)�ij(u) dV = ZS0(��i3 � ��i3)ui dS � ZS(�+i3 � �+i3)ui dS
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L’équation (2.27) se réécrit alors sous la forme :Z
+ Aijkl�kl(�ij � �ij)dV = ZS0(��i3 � ��i3)ui dS � ZS(�+i3 � �+i3)ui dS (2.28)

Maintenant multiplions (2.26) par�ij � �ij, et intégrons sur
� :Z
�(�ij � �ij)�ij(u)dV = Z
� Aijkl�kl(�ij � �ij)dV
Dans notre configuration,�
� = (�
� \ �0) [ (�
� \ �1) [ (S) :� sur�
� \ �0 : vi = 0� sur�
� \ �1 : �ijnj = Fi et�ijnj = Fi, donc(�ij � �ij)nj = 0� surS : Le vecteur normal extérieur à
� est+~z, � = �� et � = ��
Une intégration par parties similaire à celle effectuéepour
+ conduit à :Z
� Aijkl�kl(�ij � �ij)dV = ZS(��i3 � ��i3)ui dS (2.29)

On ajoute membre à membre les équations (2.28) et (2.29) pour obtenir :Z
+ Aijkl�kl(�ij � �ij)dV = ZS0(��i3 � ��i3)ui dS � ZS �(�+i3 � ��i3 )� (�+i3 � ��i3)�ui dS
On élimine�+i3 � ��i3 et�+i3 � ��i3 dans l’intégrale surS en utilisant les équations d’équilibre
de (2.11), et��i3 et��i3 dans l’intégrale surS 0 en utilisant les équations d’équilibre de (2.12).
On obtient alors :Z
+ Aijkl�kl(�ij � �ij)dV � ZS u�(N���;� �N��;�)dS � ZS u3(M���;�� �M��;��)dS� ZS0 u�(N 0���;� �N 0��;�)dS � ZS0 u3(M 0���;�� �M 0��;��)dS = 08(�; N�;M�; N 0�;M 0�) 2 �ad
Compte tenu de (2.14), (2.15), (2.20) et (2.21), et de leur équivalent écrit avecN�,N 0�,M�
etM 0�, l’équation précédente se réécrit sous la forme :Z
+ Aijkl�kl(�ij � �ij)dV + ZS e��(u)(N��� �N��)dS � ZS �2u3�x��x� (M��� �M��)dS+ ZS0 e��(u)(N 0��� �N 0��)dS � ZS0 �2u3�x��x� (M 0��� �M 0��)dS = 08(�; N�;M�; N 0�;M 0�) 2 �ad
On utilise alors les lois de comportement (2.4) du milieu
 et celles du renfort interne (2.11)
et externe (2.12) pour obtenir (2.13).
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2.4.3 Th́eorème de la double ińegalité

Théorème 3.Théor̀eme de l’́energie potentielle
La formulation variationnelle en d́eplacements (2.13) estéquivalentèa :u 2 V; I(u) � I(v) 8 v 2 V
avecI(v) = 12a(v; v)� L(v).
Démonstration.La démonstration est classique, voir par exemple [32].

Théorème 4.Théor̀eme de l’́energie compĺementaire
La formulation variationnelle en contraintes (2.25) estéquivalentèa(�;N;M;N 0;M 0) 2 �ad;J(�;N;M;N 0;M 0) � J(�; N�;M�; N 0�;M 0�) 8 (�; N�;M�; N 0�;M 0�) 2 �ad (2.30)

avecJ(�;N;M;N 0;M 0) = 12�A(�; �) +BT (N;N) +BN(M;M) +B0T (N 0; N 0) +B0N(M 0;M 0)�
Démonstration.La démonstration est classique, voir par exemple [32].

Théorème 5.Théor̀eme de la double ińegalit́e
Si (u; �; N;M;N 0;M 0) est solution de(P ), alorsu 2 V; (�;N;M;N 0;M 0) 2 �ad;� I(v) � �I(u) = J(�;N;M;N 0;M 0) � J(�; N�;M�; N 0�;M 0�)8v 2 V; 8(�; N�;M�; N 0�;M 0�) 2 �ad (2.31)

Démonstration.Il reste à montrer l’égalité centrale :�I(u) = J(�;N;M;N 0;M 0)
En choisissantv = u dans (2.13), on obtient quea(u;u) = L(u). La précédente équation
s’écrit alors :a(u;u) = A(�; �) +BT (N;N) +BN(M;M) +B0T (N 0; N 0) +B0N(M 0;M 0)
ce qui se vérifie aisément en considérant les lois de comportement (2.4) dans
, (2.11) surS
et (2.12) surS 0.
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2.4.4 Egalit́e entre le travail des efforts ext́erieurs, le double de l’́energie
de déformation et le double de l’́energie compĺementaire

Dans la démonstration de la section précédente, il a ét´e prouvé que
Siu et (�;N;M;N 0;M 0) sont solution du problèmeélastique(P ) alorsL(u) = a(u;u) = A(�; �)+BT (N;N)+BN (M;M)+B0T (N 0; N 0)+B0N (M 0;M 0) (2.32)

Cette équation s’interprète comme l’égalité entre le travail des efforts extérieurs pour
le champ de déplacements solution, le double de l’énergiede déformation et le double de
l’énergie complémentaire. Elle sera utilisée pour définir l’algorithme d’optimisation dans le
chapitre 3.

2.4.5 Existence et unicit́e de la solution du probl̀emeélastique

La démonstration de l’existence et de l’unicité de la solution du problème(P ) est ana-
logue à celle du problème d’élasticité tridimensionnelle classique [32].

2.5 Mise en œuvre nuḿerique

Dans l’hypothèse de renfort de très faible épaisseur, larigidité de flexion du renfort ap-
portée à la structure tridimensionnelle peut être considérée faible devant celle apportée par
la rigidité membranaire du renfort. Dans ces conditions, la modélisation peut être simplifiée.

La section 2.5.1 présente la modélisation du renfort d’unmilieu tridimensionnel par une
membrane et les formulations variationnelles qui en découlent. Puis une mise en œuvre
numérique de ce modèle dans le code éléments finis MODULEF est décrite dans la sec-
tion 2.5.2.

2.5.1 Mod̀ele de renfort membranaire

Modélisation

On considère le milieu
S décrit dans la section 2.3.1 (figure 2.2). On choisit un champ
de déplacements virtuel de type membrane de la forme :� u3D� (x; y; z) = u�(x; y)u3D3 (x; y; z) = w(x; y) (avec� = 1; 2)
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L’écriture du principe des puissances virtuelles conduitalors aux équations d’équilibre et
aux conditions aux limites en efforts suivantes :� N��;� + F S� = 0Q�;� + f = 0 dansS; � N���� = FB�Q��� = T sur�S
Une démarche analogue à celle effectuée en section 2.3.2conduit à :� pour un renfort interne :� F S� = �+�3 � ���3f = �+33 � ��33 � N���� = 0Q��� = 0� pour un renfort externe :� F S� = F� � ���3f = F3 � ��33 � N���� = 0Q��� = 0
La loi de comportement des renforts est choisie élastique linéaire et s’écrit dans le cadre d’un
modèle de membrane pour le renfort interne et le renfort externe sous la forme :� N�� = b��
Æ e
Æ(u)Q� = 
�� w;�
Les conditions aux limites d’encastrement s’écrivent dans le cadre d’un modèle de membrane
pour le renfort interne et le renfort externe sous la forme :� u� = 0w = 0 sur�0 \ �S
On identifie les déplacements de la surface moyenne des plaques de renfort avec les
déplacements du (ou des) milieu(x) tridimensionnel(s) environnant(s).

Les équations relatives au renfort interne s’écrivent :� N��;� + � �+�3 � ���3� = 0Q�;� + � �+33 � ��33� = 0 dansS; � N�� = b��
Æ e
Æ(u)Q� = 
�� u3;� dansS� N���� = 0Q��� = 0 sur�S \ �1; � u� = 0u3 = 0 sur�S \ �0
(2.33)

Les équations relatives au renfort externe sont :� N 0��;� + ( F� � ���3) = 0Q0�;� + ( F3 � ��33) = 0 dansS 0; � N 0�� = b0��
Æ e
Æ(u)Q0�� = 
0�� u3;� dansS 0� N 0���� = 0Q0��� = 0 sur�S 0 \ �1; � u� = 0u3 = 0 sur�S 0 \ �0
(2.34)



50
CHAPITRE 2. MODÉLISATION DU RENFORT D’UN MILIEU

TRIDIMENSIONNEL

Le système d’équations(�P ) à résoudre est constitué des équations (2.1), (2.2), (2.3), (2.4),
(2.33) et (2.34).

Formulations variationnelles

Dans ce cas particulier de renfort de type membrane, les formulations variationnelles en
déplacements et en contraintes s’écrivent respectivement :

Théorème 6.Formulation variationnelle en d́eplacements pour un renfort de type mem-
brane

Siu est solution de(�P ), alors u 2 �V�a(u; v) = L(v) 8v 2 �V (2.35)

où �V = �vjv = (v1; v2; v3) ; vi 2 H1(
) ; vijS 2 H1(S) ; vijS0 2 H1(S 0) ; v = 0 sur�0	�a(u; v) = Z
 aijkl �ij(u) �kl(v)dV + ZS b��
Æe��(u)e
Æ(v)dS + ZS 
�� �u3�x� �v3�x� dS+ ZS0 b0��
Æe��(u)e
Æ(v)dS + ZS0 
0�� �u3�x� �v3�x� dSL(v) = Z�1 F :vdS + Z
 f :vdV
Théorème 7. Formulation variationnelle en contraintes pour un renfortde type mem-
brane

Si (�;N;Q;N 0; Q0) est solution de(�P ), alors(�;N;Q;N 0; Q0) 2 ��adA(�; � � �) +BT (N;N� �N) + �BN(Q;Q� �Q)+B0T (N 0; N 0� �N 0) + �B0N(Q0; Q0� �Q0) = 08(�; N�; Q�; N 0�; Q0�) 2 ��ad (2.36)
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où
��ad =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(�ij ; N��� ; Q�� ; N 0��� ; Q0��) ; (i; j = 1; 2; 3) ; (�; � = 1; 2);�ij = �ji ; N��� = N��� ; N 0��� = N 0��� ;��ij�xj + fi = 0 dans
+ et
� ; �ij nj = Fi sur�1 n S 0�N����x� + �+�3 � ���3 = 0 dansS; N����� = 0 sur �S \ �1�Q���x� + �+33 � ��33 = 0 dansS ; Q���� = 0 sur �S \ �1�N 0����x� + F� � ���3 = 0 dansS 0; N 0����� = 0 sur �S 0 \ �1�Q0���x� + F3 � ��33 = 0 dansS 0 ; Q0���� = 0 sur �S 0 \ �1

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
et

8>>>>>><>>>>>>:
A(�; �) = Z
Aijkl �ij �kl dVBT (N;N�) = ZS B��
Æ N�� N�
Æ dS ; �BN (Q;Q�) = ZS C�� Q� Q�� dSB0T (N 0; N 00�) = ZS0 B0��
Æ N 0�� N 0�
Æ dS ; �B0N(Q0; Q0�) = ZS0 C 0�� Q0� Q0�� dS

On peut alors démontrer les théorèmes de l’énergie potentielle, de l’énergie
complémentaire et de la double inégalité associés aux formulations variationnelles (2.35)
et (2.36).

2.5.2 Programmation

Dans le cadre d’un calcul par éléments finis en déplacements, la simplification apportée
par la prise en compte de renforts de type membrane permet unemise en œuvre élément fini
simplifiée car l’utilisation simultanée d’éléments finis de membrane et tridimensionnels ne
pose pas la difficulté de continuité de gradient de champ dedéplacements, les champsvijS etvijS0 étant seulementH1(S) etH1(S 0) respectivement et non plusH2(S) etH2(S 0) comme
dans le cas de renforts modélisés par des plaques de Kirchhoff Love.

Le code éléments finis utilisé est le code MODULEF. L’él´ement fini tridimensionnel ini-
tial est un élément isoparamétrique à 8 noeuds avec une interpolation de type Q1 Lagrange
(sous MODULEF : élément HEXA 3Q1D). A cet élément a étérajoutée la prise en compte
d’une rigidité surfacique associée aux faces de l’élément. Cette prise en compte est faculta-
tive selon les faces. Les faces sont alors considérées comme des éléments isoparamétriques à
4 noeuds avec une interpolation de type Q1 Lagrange (un tel élément bidimensionnel existe
sous MODULEF sous la dénomination QUAD 2Q1D).

Le module de calcul des matrices de rigidité élémentaires de MODULEF dénommé
THELXX a été modifié pour permettre la prise en compte d’unélément tridimensionnel
avec rigidité surfacique variable d’une face à l’autre etd’un élément à l’autre, ceci dans le
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but de prendre en compte l’influence des paramètres de conception qui seront utilisés lors de
la démarche d’optimisation.

Le module de calcul des contraintes a été modifié pour déterminer, sur chaque élément
fini, le champ de contraintes tridimensionnelles, plus le champ de contraintes sur chaque face
de l’élément à laquelle est associée une rigidité surfacique.

2.5.3 Exemple d’un milieu tridimensionnel avec un renfort interne

Divers exemples numériques seront présentés dans le chapitre suivant où est considérée
l’optimisation simultanée de plusieurs renforts d’un milieu tridimensionnel.

Nous présentons ici l’exemple simple du renfort interne d’un milieu tridimensionnel
défini par un parallélépipède rectangle encastré sur une face et chargé par une pression
constante sur une autre (voir figure 2.3). Le renfort est centré dans le milieu tridimensionnel.
Compte tenu de la symétrie du problème, seule la rigiditétangentielle du renfort est active.

Le chargement surfacique a pour valeur0:1MPa. Les dimensions du milieu tridi-
mensionnel sont1mx3mx2m et celle de la plaque sont1mx3m. L’épaisseur de la plaque
considérée est0:01m. Le milieu tridimensionnel est constitué d’un matériau isotrope
élastique linéaire de module d’YoungE = 100MPa et de coefficient de Poisson� = 0:3.
Le renfort est constitué d’un matériau orthotrope (E1 = 59461MPa, E2 = 4685MPa,G12 = 1777MPa, �12 = 0:329, voir section 3.4.1), la direction d’orthotropie associée à la
plus grande rigidité étant orientée suivant la longueurde la plaque (directionY ). La loi de
comportement tangentielle du renfort s’écrit alors, avec�21 = E2 �12E1 :0�N11N22N121A = h0B� E21��12�21 �12E21��12�21 0�12E21��12�21 E11��12�21 00 0 G121CA0� e11e222e121A
Les déformées de la structure et du renfort sont présent´ees dans la figure 2.4. On perçoit
nettement l’effet rigidifiant du renfort sur la structure tridimensionnelle.

2.6 Conclusion

Une analyse linéaire originale du problème du renforcement d’un milieu tridimension-
nel élastique linéaire par une plaque de Kirchhoff Love interne ou externe a abouti à une
formulation variationnelle qui permet de conclure sur l’existence et l’unicité d’une solution.

Une mise en œuvre numérique dans le cadre de renforts de typemembrane avec effort
normal a été décrite et un exemple académique traité.

Ce nouveau modèle va permettre dans le chapitre suivant de considérer le problème de
l’optimisation de la rigidité globale de ces structures renforcées, dont un cas particulier im-
portant est l’assemblage de plaques composites.
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Figure 2.3 — Représentation schématique du milieu tridimensionnel renforcé par un pan-
neau interne

(a) Structure tridimensionnelle

X

Y

(c) Renfort interne

Figure 2.4 — Déformée du milieu tridimensionnel avec un renfort interne





Chapitre 3

Optimisation de structures áeronautiques
de type assemblage de plaques
composites

Le travail présenté s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre la LM2S, le
département de mécanique du solide et de l’endommagementde l’ONERA-Lille et AIR-
BUS. Dans ce contexte industriel du milieu aéronautique, une structure test de type assem-
blage de plaques composites a été retenue : un volet de gouverne d’Airbus. Cette structure
complexe doit satisfaire, dans sa phase de conception, à des exigences de rigidité structurale
et de poids.

L’objectif de ce chapitre est double. Un premier aspect concerne l’application de l’al-
gorithme d’optimisation rappelé au chapitre 1 sur des structures à caractère industriel. Le
deuxième aspect consiste à déterminer des familles de structures optimales dans la phase
de préconception de l’aileron pour lesquelles sa définition complète est encore à définir en
grande partie.

Pour ce faire, nous utiliserons le modèle de renforcement d’un milieu tridimension-
nel élastique linéaire par des plaques de Kirchhoff Love développé au chapitre précédent.
Nous utiliserons cette formulation pour modéliser un assemblage de plaques composites en
considérant un milieu tridimensionnel de très faible rigidité renforcé par des plaques très
rigides en comparaison. L’optimisation d’une telle structure en terme de maximisation de
sa rigidité globale est formulée de manière analogue à celle présentée au chapitre 1 par la
minimisation d’un critère défini comme la somme de la compliance et d’un terme de coût.
Deux types de paramètres d’optimisation, qui mènent à l’utilisation de deux algorithmes
d’optimisation différents sont considérés :� des paramètres d’optimisation distribués caractérisant la structure locale du matériau

constituant les plaques de renfort. L’algorithme d’optimisation présenté au chapitre 1
est alors appliqué.



56
CHAPITRE 3. OPTIMISATION DE STRUCTURES ÁERONAUTIQUES DE TYPE

ASSEMBLAGE DE PLAQUES COMPOSITES� des paramètres d’optimisation géométriques permettant de définir la position des ren-
forts internes du volet de gouverne. L’algorithme d’optimisation utilisé est alors basé
sur la méthode du gradient projeté.
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3.1.1 Définition du critère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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3.5.2 Algorithme d’optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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3.1 Définition du probl ème d’optimisation

3.1.1 D́efinition du crit ère

On se place dans le cadre de l’optimisation de structures composites légères constituées
de cloisons minces qui sont réalisées lorsque les impératifs de rigidité et de poids sont
prépondérants. Dans cette optique, un critère énergétique global quantifiant la rigidité globale
d’une telle structure peut être utilisé. Il sera considéré être défini à partir de la compliance,
qui n’est autre que le travail des efforts extérieurs donn´es dans le champ de déplacements
solution. Celle-ci s’écrit :Compl = L(u) = Z
 f :u dV + Z�1 F :u dS
On définit d’une manière générale les paramètres d’optimisation par�. Pour maximiser la ri-
gidité globale au moindre poids, ou plus généralement aumoindre coût, le critère sera choisi
comme la somme de la compliance et d’un coût qui dépendra des paramètres d’optimisation.
Ce critère s’écrit : G(�) = Compl(�) + COUT (�)
3.1.2 D́efinition du probl ème d’optimisation

Le problème d’optimisation considéré s’écrit alors :min� G(�) (3.1)

Cette définition du problème d’optimisation suit une démarche identique à celle décrite dans
le chapitre bibliographique 1.

3.2 Algorithme d’optimisation avec paramètres distribués

Nous ferons l’hypothèse, sans perte de généralité, quela structure considérée est
constituée d’un milieu tridimensionnel renforcé par un panneau externe et un panneau in-
terne. Le lecteur se référera au chapitre précédent pour la définition des notations utilisées et
pour la définition du problème élastique de référence.

Nous faisons l’hypothèse de paramètres d’optimisation distribués définis sur les do-
maines géométriques des renforts. Ceci signifie que tout paramètre d’optimisation est un
champ défini sur l’ensemble des surfaces définissant les renforts. Dès lors on scinde les pa-
ramètres d’optimisation en deux catégories que nous appellerons :� paramètres d’optimisation de type orientation�i (i = 1:::n)� paramètres d’optimisation de type proportion de constituant�i (i = 1:::n)
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Les paramètres d’optimisation distribués�i et�i sont des fonctions scalaires bornées définies
sur les domaines géométriques des renforts.

Le terme de coût est alors supposé ne dépendre que des paramètres de type proportion de
constituant. En notantS le domaine géométrique d’un renfort, il s’écrit alors :COUT (�i) =XS �ZS 
out(�i)dS�

3.2.1 Rappel des ŕesultats utiles pour l’algorithme

Le problème d’optimisation (3.1) est défini pour un champ de déplacements solution
d’un problème élastique dont la formulation variationnelle en déplacements s’écrit (voir
eq (2.13)) :
Siu est solution du problème(P ) alorsu 2 V; a(u; v) = L(v) 8 v 2 V:
avec8>>>>>><>>>>>>: a(u;v) = Z
 aijkl �ij(u) �kl(v)dV + ZS b��
Æe��(u)e
Æ(v)dS + ZS d��
Æ �2u3�x��x� �2v3�x
�xÆ dS+ ZS0 b0��
Æe��(u)e
Æ(v)dS + ZS0 d0��
Æ �2u3�x��x� �2v3�x
�xÆ dSL(v) = Z�1 F :vdS + Z
 f :vdV

Cette formulation variationnelle permet la définition d’un champ de déplacements so-
lution u unique à paramètres d’optimisation fixés. L’utilisation des lois de comportement
de (2.11) et (2.12) permet alors la définition du champ de contraintes(�;N;M;N 0;M 0) as-
socié solution.

Le théorème de l’énergie complémentaire s’écrit (équation (2.30)) :
Si (�;N;M;N 0;M 0) est le champ de contraintes solution de (P) alors :(�;N;M;N 0;M 0) 2 �ad;J(�;N;M;N 0;M 0) � J(�; N�;M�; N 0�;M 0�) 8 (�; N�;M�; N 0�;M 0�) 2 �ad
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avecJ(�;N;M;N 0;M 0) = 12�A(�; �) +BT (N;N) +BN (M;M) +B0T (N 0; N 0) +B0N (M 0;M 0)�
et

8>>>>>><>>>>>>: A(�; �) = Z
Aijkl �ij �kl dVBT (N;N�) = ZS B��
Æ N�� N�
Æ dS ; BN (M;M�) = ZS D��
Æ M�� M�
Æ dSB0T (N 0; N 0�) = ZS0 B0��
Æ N 0�� N 0�
Æ dS ; B0N (M 0;M 0�) = ZS0 D0��
Æ M 0�� M 0�
Æ dS
Enfin rappelons l’égalité entre le travail des efforts extérieurs dans le champ de

déplacements solution et le double de l’énergie complémentaire (équation (2.32)) :
Siu et (�;N;N 0;M;M 0) sont solutions du problème(P ) alorsL(u) = A(�; �) +BT (N;N) +BN(M;M) +B0T (N 0; N 0) +B0N (M 0;M 0) (3.2)

3.2.2 Algorithme d’optimisation

L’algorithme d’optimisation présenté dans la section 1.2.4 est étendu au problème
d’élasticité rappelé dans la section précédente et présenté en détail dans le chapitre 2.

1. Phase d’initialisation :
On choisit un champ de paramètres d’optimisation(�(0)i ; �(0)i ) sur les domaines
définissant les plaquesS et S 0. La résolution du problème d’élasticité associé permet
la définition du champ de contraintes�(0) = (�(0); N (0);M (0); N 0(0);M 0(0)).

2. Minimisation locale à contraintes fixées :
On effectue la minimisation locale, c’est-à-dire en chaque point des domainesS et S 0
de l’intégrant du critère à contraintes�(n) = (�(n); N (n);M (n); N 0(n);M 0(n)) fixées, ce
qui s’écrit :min(�i;�i)�B(0)��
Æ(�i; �i) N (0)(n)�� N (0)(n)
Æ +D(0)��
Æ(�i; �i)M (0)(n)�� M (0)(n)
Æ + 
out(�i)�
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pour obtenir le champ de paramètres(�(n+1); �(n+1)) qui vérifie la propriétéZ
Aijkl�(n)ij �(n)kl dV+ ZS hB��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )N (n)�� N (n)
Æ dS +D��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )M (n)�� M (n)
Æ i dS+ ZS 
out(�(n+1)i ) dS+ ZS0 hB0��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )N 0(n)�� N 0(n)
Æ dS +D0��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )M 0(n)�� M 0(n)
Æ i dS+ ZS0 
out(�(n+1)i ) dS � Z
Aijkl�(n)ij �(n)kl dV+ ZS hB��
Æ(�(n)i ; �(n)i ) N (n)�� N (n)
Æ +D��
Æ(�(n)i ; �(n)i ) M (n)�� M (n)
Æ i dS+ ZS 
out(�(n)i ) dS+ ZS0 hB0��
Æ(�(n)i ; �(n)i ) N 0(n)�� N 0(n)
Æ +D0��
Æ(�(n)i ; �(n)i )M 0(n)�� M 0(n)
Æ i dS+ ZS0 
out(�(n)i ) dS

3. Minimisation globale à paramètres d’optimisation fixés :
On résout le problème d’élasticité associé au champ deparamètres(�(n+1)i ; �(n+1)i ) pour
obtenir le champ de contraintes�(n+1) = (�(n+1); N (n+1);M (n+1); N 0(n+1);M 0(n+1)).
Le théorème de l’énergie complémentaire, avec comme choix de champ de contraintes
statiquement admissible�(n), et après ajout du terme de coût associé aux paramètres
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Aijkl�(n+1)ij �(n+1)kl dV+ZS hB��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )N (n+1)�� N (n+1)
Æ dS +D��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )M (n+1)�� M (n+1)
Æ i dS+ ZS 
out(�(n+1)i ) dS+ZS0 hB0��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )N 0(n+1)�� N 0(n+1)
Æ dS +D0��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i )M 0(n+1)�� M 0(n+1)
Æ i dS+ ZS0 
out(�(n+1)i ) dS � Z
Aijkl�(n)ij �(n)kl dV+ ZS hB��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i ) N (n)�� N (n)
Æ +D��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i ) M (n)�� M (n)
Æ i dS+ ZS 
out(�(n+1)i ) dS+ ZS0 hB0��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i ) N 0(n)�� N 0(n)
Æ +D0��
Æ(�(n+1)i ; �(n+1)i ) M 0(n)�� M 0(n)
Æ i dS+ ZS0 
out(�(n+1)i ) dS
En considérant la propriété (3.2), les étapes 2 et 3 impliquent la propriété sur le critèreG :G(�(n+1)i ; �(n+1)i ) � G(�(n)i ; �(n)i )
On itère alors les étapes 2 et 3. Le critère étant une grandeur positive qui diminue à chaque
itération, il converge nécessairement vers une limite.

3.3 Mise en œuvre nuḿerique dans le cas d’un assemblage
de membranes composites avec effort normal

Dans cette section, nous spécifions certains aspects de la mise œuvre numérique de l’op-
timisation d’un milieu homogène isotrope par des renfortsinternes et externes de type mem-
brane. Les équations de ce modèle sont celles présentées dans la section 2.5.1. Dans ce cas,
l’écriture de l’algorithme d’optimisation est analogue `a celle de la section précédente en
considérant l’expression de l’énergie complémentairede ce nouveau modèle.

Pour la mise en œuvre numérique, les membranes considérées sont des monocouches à
fibres longues curvilignes de proportion variable. Deux paramètres d’optimisation sont alors
définis :� l’orientation locale des fibre�
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Ces deux paramètres d’optimisation distribués sont définis sur chaque panneau, et sont
supposés bornés : � 2 [��2 ; �2 ℄ � 2 [�min;�max℄

Pour prendre en compte le fait que les fibres constituent la matière qui coûte le plus dans
la phase de conception, le coût est choisi proportionnel àla densité de fibre. On introduit
un paramètrek constant fixé à définir par l’utilisateur. En notantS le domaine géométrique
d’un renfort, le terme de coût s’écrit alors :COUT = kXS �ZS �dS�

La démarche numérique adoptée pour déterminer le champde contraintes solution est un
calcul par éléments finis en déplacements associé à l’utilisation en post-processeur de la loi
de comportement. Il n’est pas nécessaire d’utiliser une formulation en contraintes d’un point
de vue numérique.

Il reste à définir le processus d’homogénéisation utilisé : ce choix est lié à la volonté
d’obtenir une minimisation locale numérique explicite, ceci dans le but de minimiser le coût
numérique de cette étape de l’algorithme. Dans la section1.4.3, il a été rappelé les travaux de
Terrel [62] qui permettent, lors de l’optimisation d’une membrane composite monocouche
d’épaisseur constante à fibres longues curvilignes de proportion variable, en élasticité bi-
dimensionnelle sous l’hypothèse de contraintes planes, d’obtenir une minimisation locale
explicite en utilisant la loi des mélanges comme processusd’homogénéisation.

En généralisant cette approche pour prendre en compte l’effort normal, une méthode
d’homogénéisation qui aboutit à une minimisation locale itérative mais explicite par étape
est définie dans les sections suivantes.

3.3.1 Loi de comportement homoǵenéiśee

Les fibres sont supposées avoir un comportement élastiquelinéaire isotrope transverse et
la matrice élastique linéaire isotrope. Le matériau homogénéisé constitué du mélange fibres
matrice est supposé avoir un comportement élastique lin´eaire isotrope transverse. On noteE
un module d’Young,G un module de cisaillement,� un coefficient de poisson et on utilise un
indicef pour les grandeurs relatives aux fibres,m pour les grandeurs relatives à la matrice,1
pour la direction longitudinale et2 pour la direction transverse. La loi de comportement d’un
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renfort membranaire (eq (2.33) et (2.34)) s’écrit, dans lerepère des fibres, sous la forme :8>>>>><>>>>>: e11 = 1hE1N11 � �12hE1N22e22 = � �12hE1N11 + 1hE2N222e12 = 1hG12N12
8>><>>: u3;1 = Q1hG12u3;2 = Q2hG22

Pour les coefficients matériau intervenant dans la loi de comportement tangentielle, la loi
des mélanges s’écrit [15] :E1 = �Ef1 + (1� �)Em �12 = ��f12 + (1� �)�mE2 = � �Ef2 + 1� �Em ��1 G12 = � �Gf12 + 1� �Gm ��1

Pour définir le comportement isotrope transverse du matériau homogénéisé, il faut expri-
mer un coefficient supplémentaire en fonction de la proportion de fibre. Il existe une relation
entre le coefficientG22 et le coefficient�22 de ce matériau :G22 = E22(1 + �22) (3.3)

Deux options sont alors envisageables : exprimer�22 ou exprimerG22 en fonction de la
proportion de fibres. Dans l’optique d’obtenir une minimisation locale par rapport aux
paramètres d’optimisation à contraintes fixées explicite, nous choisissons d’approximer
le paramètre matériauG22 fonction de la proportion de fibres par un modèle analogue
mathématiquement à celui utilisé pourG12. Ce modèle s’écrit alors :G22 = � �Gf22 + 1� �Gm ��1 �

avecGf22 = Ef22(1 + �f22)� (3.4)

Pour obtenir un module de cisaillementG22 toujours inférieur au module de cisaillementG12, le paramètre matériauGf22 sera choisi inférieur au paramètreGf12.
L’approximation deG12 par la loi des mélanges est une approximation qui possède un

sens physique. Elle est obtenue en considérant une tranchede matériau constituée de couches
successives de fibres et de matrice. Cette tranche est soumise à un chargement de cisaille-
ment longitudinal qui induit des contraintes de cisaillement égales au sein de la fibre et de
la matrice. Par contre, l’approximation deG22 est effectuée en collant au mieux la courbe
expérimentale représentant les variations deG22 en fonction de la proportion de fibres et n’a
pas de sens physique particulier.

Remarque. Le choix deG22 de la forme (3.4), compte tenu de (3.3), implique l’expression
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de�22 en fonction de la proportion de fibres suivante :�22 = �Em(1 + �f22) + (1� �)Ef2(1 + �m)�Em + (1� �)Ef2 � 1
Valeurs numériques

Pour tous les exemples numériques présentés dans la suite de ce chapitre, on considérera
des fibres de kevlar et une matrice epoxyde. Pour les fibres de kevlar, supposées élastiques
linéaires isotropes transverses, on utilisera les valeurs numériques des coefficients matériau
intervenant dans la loi de comportement dans le plan des fibres suivantes :Ef1 = 139400MPa Ef2 = 9580MPa�f12 = 0:37 Gf12 = 3450MPa
Pour la matrice epoxyde, supposée élastique linéaire isotrope, on utilisera les valeurs
numériques des coefficients matériau suivantes :Em = 3450MPa �m = 0:3
La valeur du paramètreGf22 utilisée est choisie arbitrairement en respectant la propriétéGf22 < Gf12. On utilisera la valeur :Gf22 = 2000MPa
Pour une proportion de fibres de60%, ces valeurs numériques impliquent les valeurs des
paramètres du matériau homogénéisé élastique linéaire isotrope transverse suivantes :E1 = 84780MPa E2 = 5600MPa�12 = 0:34 G12 = 2100MPaG22 = 1660MPa
3.3.2 Minimisation localeà contraintes fixées

La présentation complète de la minimisation locale est effectuée en annexe A. Nous
présentons ici les différentes étapes et les principauxrésultats de la démarche.

La grandeur à minimiserg est le double de l’énergie complémentaire locale plus le coût
local, ce qui s’écrit dans ce cas dans le repère des fibres :g = A+B + C
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oùA est le double de l’énergie complémentaire locale associ´e au comportement tangentiel :A = 1h �N211E1 + N222E2 � 2�12E1N11N22 + N212 +N2212G12 �= 1h �N211E1 + N222E2 � 2�12E1N11N22 + N212G12�
etB est le double de l’énergie complémentaire locale associ´ee au comportement normal :B = 1h � Q21G12 + Q22G22�
etC est le terme de coût local : C = k�
Minimisation locale par rapport à l’orientation à proportion de fibres fixée :

La dérivée de la grandeur locale à minimiserg par rapport à l’orientation� se met sous
la forme : �g�� = A0 sin(2�) +B0 
os(2�) + C0 sin(4�) +D0 
os(4�)
oùA0 etB0 sont fonctions deN ,Q et des coefficients matériau homogénéisés, etC0 etD0
sont fonctions deN et des coefficients matériau homogénéisés.

Par mise au carré, l’équation�g�� = 0 se met sous la forme d’un polynôme du quatrième
degré ensin(2�) ou
os(2�), et les solutions analytique explicites d’un tel polynômeexistent.
Numériquement, il convient donc de les calculer puis de lestrier pour déterminer le minimum
global deg.

Minimisation locale par rapport à la proportion de fibres à orientation fixée :

On se place dans le repère des fibres. Le double de l’énergiecomplémentaire locale as-
sociée au comportement tangentielA se met sous la forme [62] :A = A1 +B1� + C1�2h(�Ef1 + (1� �)Em)
où les paramètresA1, B1 etC1 sont fonctions deN et des coefficients matériau des fibres et
de la matrice.

On peut, compte tenu de (3.4), écrire le double de l’énergie complémentaire locale as-
sociée au comportement normalB sous la forme :B = 1h [A2 +B2�℄
où les paramètresA2 etB2 sont fonctions deQ et des coefficients matériau des fibres et de
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la matrice.

Le grandeur locale à minimiserg se met alors sous la forme :g = A+B + C = 1h �A2 + A1 +B1� + C1�2�Ef1 + (1� �)Em�+ k0�
aveck0 = k + B2h .

L’expression de�g=�� est alors de la même forme que celle trouvée dans le cas d’une
membrane en élasticité plane. Le paramètrek0 est désormais un paramètre non-constant surS car il dépend des efforts normaux. La résolution demin� g est alors explicite [62].

3.4 Exemples nuḿeriques. Cas d’un volet de gouverne
d’Airbus (collaboration LM2S / AIRBUS / ONERA)

Nous présentons dans cette section les résultats numériques de l’optimisation de struc-
tures tridimensionnelles académiques renforcées par des membranes monocouches com-
posites à fibres longues curvilignes de proportion variable avant de traiter plus en détail
l’exemple industriel d’un volet de gouverne d’AIRBUS.

3.4.1 Exemple d’un milieu tridimensionnel avec un renfort interne

Considérons l’exemple déjà introduit dans la section 2.5.3 rappelé dans la figure 3.1. La
loi de comportement homogénéisée du renfort est celle présentée dans la section 3.3.1 et
nous utilisons les valeurs numériques associées à des fibres de kevlar et une matrice epoxyde
qui sont définies dans la même section.

Le paramètrek du terme de coût est choisi égal à0:1SI. La proportion de fibres est auto-
risée à varier entre0 et0:6. L’épaisseur du renfort vauth = 0:01m. Le milieu tridimensionnel
est constitué d’un matériau élastique linéaire isotrope de module d’YoungE = 100MPa et
de coefficient de Poisson� = 0:3. L’orientation initiale des fibres est choisie suivant la lon-
gueur de la plaque de renfort (direction définie par l’axeY ). La proportion initiale de fibres
est choisie égale à0:412, ce qui correspond à un coût initial et final (c’est-à-dire dans l’état
optimisé) identiques. Cet état initial correspond aux valeurs des coefficients du matériau or-
thotrope utilisés dans la section 2.5.3.

Les déformées du milieu tridimensionnel et du renfort pour la répartition optimale de
fibres sont présentées dans la figure 3.2. Les répartitions initiale et optimale de fibres sont
représentées dans la figure 3.3. Pour un coût total identique, le critère global diminue de38% et la compliance diminue de41%. Dans le même temps, le déplacement tridimensionnel
maximal qui est localisé dans cet exemple aux mêmes pointsde la structure pour les états
initial et optimal dans les coins non-encastrés de la face chargée, passe de4:7E � 02m à3:0E � 02m, soit une diminution de36%. L’utilisation d’un critère de rigidité global sur la
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structure aboutit donc dans ce cas à une diminution du déplacement tridimensionnel maximal
du même ordre de grandeur que celle de la compliance.

Le renfort interne ne se déformant que dans son plan de part la symétrie du problème
considéré, seule la rigidité dans le plan de la membrane est sollicitée. En faisant l’hypothèse
d’un état de contraintes bidimensionnel au sein du renfort, on approxime ces contraintes par :�11 = N11h �22 = N22h �12 = N12h
En introduisant trois contraintes limites à rupture�R11, �R22 et�R12, le critère de Hill Tsai s’écrit
en élasticité bidimensionnelle :��11�R11�2 + ��22�R22�2 � �11�22�R112 + ��12�R12�2 � 1
En utilisant la contrainte limite à rupture des fibres�Rf , la contrainte limite à rupture�R11 peut
être approchée par la relation [15] :�R11 = �Rf ��Ef1 + (1� �)EmEf1 �
Les contraintes limites à rupture�R22 et �R12 sont supposées indépendantes de la proportion
de fibre [15]. Pour un mélange de fibres de kevlar et d’une matrice epoxyde, les valeurs
numériques utilisées sont [15] :�Rf = 2800MPa �R22 = 60MPa �R12 = 30MPa
Dans l’exemple numérique présenté, la contrainte de Hill Tsai maximale passe de0:54 à0:29
(voir figure 3.4). Cette diminution a deux causes principales :� la diminution du critère énergétique global défini sur la structure s’accompagne d’une

diminution de la valeur des déformations et des contraintes,� dans le cas du comportement membranaire, l’orientation optimale des fibres avec la
direction principale des contraintes associée à la contrainte principale maximale en
valeur absolue correspond au minimum du critère de Hill Tsai par rapport à l’angle
d’orientation local du matériau orthotrope.

En conclusion, la maximisation de la rigidité globale au moindre coût de la structure
implique aussi une diminution du déplacement maximal tridimensionnel et de la contrainte
de Hill Tsai au sein du renfort interne.

Remarque. Le param̀etrek intervenant dans le terme de coût, et consid́eré fix́e lors de cette
minimisation, pond̀ere le côut global assocíeà l’introduction de fibres. Plus ce paramètre est
petit, plus l’algorithme aura tendancèa ajouter des fibres. Ce phénom̀ene a cependant une
limite, la proportion de fibreśetant borńee : une fois que les régions fortement sollicitées
auront atteint la proportion de fibres maximale, l’ajout de fibres dans les autres régions
moins sollicit́ees n’influencera que très peu la compliance. Un compromis doitêtre trouv́e.
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Figure 3.1 — Représentation schématique du milieu tridimensionnel renforcé par un pan-
neau interne et des conditions aux limites considérées

(a) Structure tridimensionnelle

X

Y

(b) Renfort interne

Figure 3.2 — Déformée du milieu tridimensionnel avec un renfort interne pour la répartition
de fibres optimale
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(a) Répartition de fibres initiale

X

Y

(b) Répartition de fibres optimale
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Figure 3.3 — Répartition de fibres dans le renfort interne du milieu tridimensionnel
(l’échelle correspond à la proportion de fibre)
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(b) Pour la répartition de fibres opti-
male (maximum : 0.29)
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Figure 3.4 — Etat de contraintes (Hill Tsai) dans le renfort interne du milieu tridimensionnel
(échelle identique pour les deux graphiques, le maximum del’échelle correspond au maxi-

mum de la contrainte de Hill Tsai pour la répartition de fibres initiale)
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Une premìere approche consistèa modifier ce param̀etrek à chaque it́eration pour sa-
tisfaire à une contrainte sur la quantité de fibres totale (k est alors consid́eré comme un
multiplicateur de Lagrange). Une telle approche est utilisée dans le cadre de l’optimisation
topologique dans [1].

Une deuxìeme approche est liée au fait qu’il existe une ḿethode heuristique pour sa-
tisfaire indirectement, lors de la maximisation de la rigidité globale de la structure,̀a une
contrainte de type crit̀ere de rupture. En effet,̀a partir d’un état optimiśe obtenu pour une
certaine valeur du param̀etrek du terme de côut, la diminution de la valeur de ce paramètre
entrâıne une augmentation globale de la quantité de fibres et ǵeńeralement une diminution
de la contrainte de Hill Tsai maximale dans l’état optimiśe au sein du renfort. Plusieurs op-
timisations successives peuvent alors permettre d’obtenir une distribution de fibres optimale
pour laquelle la contrainte de Hill Tsai maximale est inférieureà une valeur donńee (0:9 par
exemple).

3.4.2 Exemple d’un assemblage de plaques composites

Considérons maintenant un milieu tridimensionnel géom´etriquement identique à celui
de la section précédente, renforcé par un panneau interne, mais aussi par cinq panneaux
externes qui couvrent alors toute la frontière extérieure du milieu tridimensionnel (excepté
la face sur laquelle sont imposées les conditions aux limites en déplacements). Cette structure
est représentée sur la figure 3.5.

La loi de comportement homogénéisée du renfort est celleprésentée dans la section 3.3.1
et nous utilisons les valeurs numériques associées à desfibres de kevlar et une matrice
epoxyde qui sont définies dans la même section.

Le paramètrek du terme de coût est choisi égal à0:08SI. La proportion de fibres est
autorisée à varier entre0 et 0:6. Tous les renforts sont supposés avoir la même épaisseurh = 0:01m. Le milieu tridimensionnel est constitué d’un matériau ´elastique linéaire isotrope
de module d’YoungE = 10MPa et de coefficient de Poisson� = 0:3. L’orientation initiale
des fibres est choisie suivant la longueur de la structure (direction de l’axeY ). Pour le renfort
du bout (contenu dans un planXZ), les fibres sont orientées suivant l’axeX. La proportion
initiale de fibres est choisie constante dans tous les renforts et égale à32%, ce qui correspond
à l’égalité entre le coût initial et le coût final (c’est-à-dire pour la répartition optimale des
fibres).

Les déformées du milieu tridimensionnel et du renfort interne pour la répartition optimale
de fibres sont présentées dans la figure 3.6. Les répartitions optimales de fibres dans chaque
renfort sont représentées dans la figure 3.7. Pour un coûttotal identique, le critère global
diminue de56% et la compliance diminue de62%. Dans le même temps, le déplacement
tridimensionnel maximal passe de3:3E � 02 à 1:5E � 02, soit une diminution de55%.
L’utilisation d’un critère de rigidité global sur la structure aboutit encore dans ce cas à une
diminution du déplacement tridimensionnel maximal du même ordre de grandeur que celle
de la compliance.
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Figure 3.5 — Représentation schématique du milieu tridimensionnel renforcé par un pan-
neau interne et cinq panneaux externes

(a) Structure tridimensionnelle

X

Y

(b) Renfort interne

Figure 3.6 — Déformée du milieu tridimensionnel entièrement renforcé pour la répartition
de fibres optimale
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(d) Renfort opposé au renfort chargé
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Figure 3.7 — Répartition de fibres optimale dans les différents renforts du milieu tridimen-
sionnel entièrement renforcé
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Figure 3.8 — Modèle éléments finis d’un aileron de gouverne d’Airbus (graphique autorisé
à reproduction par Airbus)

3.4.3 Exemple d’un volet de gouverne d’Airbus

Après ces exemples académiques, nous considérons le casde l’optimisation de l’aileron
de gouverne d’Airbus dont un modèle éléments finis est pr´esenté dans la figure 3.8 (autori-
sation Airbus).

Ce volet de gouverne est un assemblage de plaques en matériau composite. Il est
constituée de deux panneaux composites, l’extrados et l’intrados, et de nombreux panneaux
composites internes. Au bord de fuite, une liaison encastrement est réalisée par rivetage et
au bord d’attaque un système complexe de conditions aux limites est réalisé par un ensemble
de longerons en matériaux métalliques.

Dans la pratique, les plaques composites sont des stratifiés multicouches avec une zone
interne en nid d’abeille. Dans l’optique de définir les topologies de solutions techniques dans
la phase de préconception optimales au sens de la maximisation de la rigidité globale de
la structure au moindre poids, nous allons à nouveau considérer des plaques monocouches
à fibres longues curvilignes de proportion variable. Ce choix permet en effet de conclure
sur plusieurs aspects techniques. Tout d’abord, aux endroits des plaques où la proportion
optimale de fibres est très faible, voire nulle, il peut être considéré de créer des trous au sein
de ces plaques. Ensuite, les zones les plus fortement sollicitées apparaissent clairement dans
la répartition optimale des fibres, et l’orientation optimale de la rigidité locale du matériau
composite constituant la pièce à concevoir est clairement définie par l’orientation des fibres
optimale obtenue. Le passage de cette répartition optimale des fibres en terme d’orientation
et de proportion des fibres au design optimal du matériau composite qui constituera la pièce
à concevoir devient alors un problème de conception qui doit tenir compte des nombreux
autres critères et paramètres que l’algorithme d’optimisation ne prend pas en compte.

On pourrait penser aussi faire une étude utilisant des paramètres d’optimisation distribués
de type épaisseurs relatives des plis et épaisseur totalevariable pour coller un peu plus au
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type de réalisation réelle de ces panneaux. Néanmoins, le type d’information sur la topologie
de la structure à considérer comme solution technique potentielle que l’on pourrait obtenir
à partir de ce paramètrage restera limité par le petit nombre de critères et de paramètres qui
sont pris en compte dans cette optimisation. De plus les zones les plus sollicitées (avec les
orientations optimales du matériau composite considér´e) apparaı̂traient de manière similaire
et les informations tirées de ce type de calcul seraient du même type que celle obtenue en
considérant l’orientation et la proportion des fibres comme paramètres.

Dans la structure considérée, une sous-structure a attiré l’attention des ingénieurs d’Air-
bus en terme de conception optimale : les renforts internes de ces volets de gouverne. L’ob-
jectif des exemples numériques suivants est de déterminer la répartition optimale de fibres de
proportion variable au sein d’une nervure interne. La problématique de modélisation est alors
la suivante : quelle sous-structure de l’aileron incluant la nervure étudiée est représentative
du chargement appliqué à cette nervure ? Ce chargement dépend bien évidemment du char-
gement extérieur en efforts et en déplacements imposé appliqué au volet de gouverne, mais
aussi de la déformée de la structure complète aux fronti`eres de la sous-structure à définir.

Des nombreux cas de charges applicables au volet de gouverne, nous considérons le
plus simple lié au chargement aérodynamique qui sera mod´elisé par une répartition d’un
champ de pression sur la face supérieure du volet, l’extrados. Pour ne tenir compte que des
portions de volet en matériau composite, nous supposons que les renforts internes sont liés à
des longerons (qui sont eux-mêmes reliés à l’aile) indéformables. Ces longerons constituent
alors le bâti.

Le modèle le plus simple que l’on peut considérer consistealors en une modélisation
bidimensionnelle du renfort interne, sous l’hypothèse que le chargement de pression sur
le volet de gouverne induise une déformée plane de ce renfort. Cette modélisation aboutit
alors à un problème de référence bidimensionnel, et nous nous plaçons sous l’hypothèse des
contraintes planes. Ce type d’approche déjà présentéedans [62], est tout d’abord utilisée en
considérant une géométrie réaliste d’une nervure interne. Pour prendre en compte les effets
structuraux du volet de gouverne, il est ensuite considér´e une sous-structure du volet de gou-
verne qui tient compte d’une partie d’extrados (face supérieure chargée aérodynamiquement)
et d’une partie d’intrados. Cette étude mettra en évidence l’influence des effets structuraux
sur le design optimal et une topologie de solution techniquede renfort interne intéressante
pour Airbus.

Cas d’un modèle membranaire bidimensionnel

On se place dans le cadre de l’élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse des contraintes
planes. La loi de comportement homogénéisée de la nervure utilisée est la partie plane de la
loi de comportement présentée dans la section 3.3.1. Nousutilisons les valeurs numériques
associées à des fibres de kevlar et à une matrice epoxyde qui sont définies dans la même sec-
tion. La description schématique de la nervure et des conditions aux limites qui lui sont ap-
pliquées sont représentées dans la figure 3.9. Le chargement de pression sur le bord supérieur
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est linéairement décroissant et est deux fois plus important au bord d’attaque qu’au bord de
fuite. Les déplacements de 6 points internes du maillage sont imposés nuls (ces points sont
schématiquement indiqués par les croix).

Le paramètrek du terme de coût est choisi égal à0:01SI. La proportion de fibres est
autorisée à varier entre0 et0:6. L’orientation initiale des fibres est choisie suivant la directionX. La proportion initiale de fibres est choisie égale à0:32, ce qui correspond à un coût initial
et final (c’est-à-dire dans l’état optimisé) identiques.

La déformée optimale de la nervure est présentée dans lafigure 3.10 et la répartition opti-
male de fibres dans la figure 3.11. Pour un coût total identique dans l’état initial et dans l’état
optimal, le critère global diminue de48% et la compliance de58%. Dans le même temps,
le déplacement maximal qui est localisé au même point de la structure pour l’état initial et
l’état optimal, diminue de52%. L’utilisation d’un critère basé sur la rigidité globale de la
structure aboutit donc dans ce cas à une diminution du déplacement maximal du même ordre
de grandeur que celle de la compliance. La répartition optimale de fibres donne plusieurs
indices sur la topologie de la nervure à concevoir :

1. Il est nécessaire d’avoir un renforcement longitudinalle long de l’extrados et de l’intra-
dos.

2. La partie d’attache est fortement sollicitée, et notamment en cisaillement à mi-distance
de l’extrados et de l’intrados.

3. Dans une optique de diminution du poids, il serait intéressant de considérer une nervure
interne avec un trou dans la zone non-fibrée car cette zone neparticipe pas à la rigidité
globale de la nervure.

Cas d’une sous-structureà trois nervures

Pour tenir compte des effets structuraux sur le design optimal de la nervure interne, nous
considérons une sous-structure constituée de trois nervures. La description schématique de
cette sous-structure du volet de gouverne et des conditionsaux limites qui lui sont appliquées
est présentée dans la figure 3.12. Cet assemblage de plaques composites est constitué de 5
plaques composites (3 nervures, l’extrados et l’intrados). Au bord de fuite, un milieu tridi-
mensionnel rigide modélise la liaison encastrement assurée par rivetage sur la structure réelle
entre l’extrados, l’intrados et les nervures aux endroits où elles sont présentes. Le chargement
de pression sur l’extrados (face supérieure) est constantsuivant la directionY et linéairement
décroissant suivant la directionX. La valeur de la pression est prise deux fois plus grande
sur le bord d’attaque que sur le bord de fuite. Les 3 nervures sont supposées encastrées sur
un bâti rigide en 6 points par nervure où les déplacementssont imposés nuls (ces points sont
représentés par des croix dans le schéma).

La loi de comportement homogénéisée dans les renforts est celle présentée dans la sec-
tion 3.3.1 dans le cadre de la modélisation par des membranes avec effort normal. Nous
considérons des fibres de kevlar et une matrice epoxyde dontles paramètres matériau sont
définis dans la même section.
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Figure 3.9 — Représentation schématique d’une nervure interne d’aileron modélisé dans le
cadre de l’élasticité bidimensionnelle

Figure 3.10 — Déformée de la nervure pour la répartition de fibres optimale (Modèle 2D)
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Figure 3.11 — Répartition de fibres optimale pour le modèle bidimensionnel de la nervure
(l’échelle correspond à la proportion de fibres)
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Le paramètrek du terme de coût est choisi égal à0:02SI. La proportion de fibres est
autorisée à varier entre0 et 0:6. Tous les renforts sont supposés avoir la même épaisseurh = 0:01m. Le milieu tridimensionnel est constitué d’un matériau ´elastique linéaire isotrope
de module d’YoungE = 10MPa et de coefficient de Poisson� = 0:3. L’orientation initiale
des fibres est choisie suivant la directionX dans tous les renforts. La proportion initiale de
fibres est choisie constante dans tous les renforts et égaleà55%, ce qui correspond à l’égalité
entre le coût initial et le coût final (c’est-à-dire pour la répartition optimale des fibres).

Les déformées optimales de cette sous-structure du voletde gouverne et du renfort in-
terne sont présentées dans la figure 3.13. Pour un coût total identique à l’état initial et à l’état
optimal, le critère global diminue de19% et la compliance de20%. Cette diminution de
compliance est plus précisément le résultat de la diminution de15% du double de l’énergie
complémentaire associée aux membranes et de45% de celle associée aux milieux tridimen-
sionnels (remplissage et longeron du bord de fuite). Dans lemême temps, le déplacement
maximal tridimensionnel qui est localisé au même point dela structure pour l’état initial et
l’état final, diminue de17%. L’utilisation d’un critère basé sur la rigidité globale de la struc-
ture aboutit donc dans ce cas à une diminution du déplacement tridimensionnel maximal du
même ordre de grandeur que celle de la compliance.

La répartition optimale de fibres dans le renfort interne est présentée dans la figure 3.14.
Elle montre clairement la nécessité de renfort au niveau du bord encastré. L’orientation à�45Æ des fibres à mi-distance de l’extrados et de l’intrados faitressortir la sollicitation en
cisaillement dans cette zone. La répartition longitudinale des fibres le long de l’extrados et
de l’intrados est encore présente et fait ressortir la nécessité de renforcement longitudinal
dans ces zones. La zone non-fibrée, qui s’interprète dans le cadre de la conception de la
nervure comme la possibilité de la création d’un trou, estcette fois-ci moins étendue que
dans le cas du modèle bidimensionnel, et plus proche du bordde fuite. Les fibres en forte
proportion et orientées à45Æ font ressortir la nécessité de renfort dans cette zone du bord
de fuite liée à la présence du longeron tridimensionnel qui modélise la liaison encastrement
présente dans le volet de gouverne réel. La répartition optimale des fibres dans les renforts
latéraux présentée dans la figure 3.15 est très proche decelle de renfort interne. On perçoit
juste un renforcement supplémentaire dans la zone centrale où les fibres sont orientées à45Æ. Il est dû aux efforts normaux dans ces renforts latéraux qui ne sont pas présents dans
le renfort interne de par la symétrie du problème (géométrie et chargement). Les répartitions
de fibres dans l’extrados et l’intrados sont présentées dans les figures 3.16 et 3.17. Elles sont
très voisines et possèdent deux fortes caractéristiques :� les fibres sont orientées de manière rectiligne dans le sens bord d’attaque/bord de fuite.� La proportion de fibres est maximale dans l’ensemble de ces deux renforts.
Ces résultats montrent que l’extrados et l’intrados sont des panneaux composites très solli-
cités dans leur ensemble, contrairement aux renforts internes pour lesquels l’introduction de
trous est concevable. La raison de ceci est la prépondérance de l’effort normal dans l’état de
contraintes local dans l’ensemble de l’extrados et de l’intrados, alors que l’état de contraintes
dans les nervures est principalement plan.
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Figure 3.12 — Représentation schématique d’une sous-structure d’aileron tridimensionnelle
avec un renfort interne (nervure) et 4 renforts externes (2 nervures latérales, extrados, intra-

dos)
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(a) Déformée de la sous-structure tridimensionnelle
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ZY

(b) Autre vue de la déformée de la sous-
structure tridimensionnelle

X

Z

(c) Déformée de la nervure interne

Figure 3.13 — Déformée de la sous-structure tridimensionnelle d’aileron pour la répartition
de fibres optimale
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(b) Zoom sur la partie inférieure de
la nervure interne
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(c) Zoom sur la partie
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Figure 3.14 — Répartition de fibres optimale dans le renfort interne de lasous-structure
d’aileron
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(a) Nervure latérale
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(b) Zoom sur la partie inférieure de
la nervure latérale
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(c) Zoom sur la partie supérieure
de la nervure latérale

Figure 3.15 — Répartition de fibres optimale dans le renfort latéral de la sous-structure d’ai-
leron
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3.5 Optimisation de la position des renforts

3.5.1 Compĺementarité avec l’optimisationà paramètres distribués

Dans la section précédente, une sous-structure d’un aileron de gouverne d’Airbus a été
modélisée par un milieu tridimensionnel élastique de faible rigidité renforcé par des plaques
internes et externes, et optimisée vis-à-vis du comportement local des panneaux composites
à fibres longues en utilisant des paramètres d’optimisation caractérisant des fibres longues
curvilignes de proportion variable. Cela a permis de déterminer des topologies de conception
optimales pour les renforts internes de cet aileron.

Si l’on considère l’aileron de gouverne dans son ensemble,cette démarche est toujours
applicable mais d’autres problématiques de conception apparaissent. Notamment, le nombre
ou la position de ces renforts internes vis-à-vis des zonesd’attache, et la position même de
ces zones d’attache représentent un problème d’optimisation géométrique crucial en terme
de rigidité et de poids.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons au problème de l’optimisation de la
position des renforts internes et des zones d’attache. En supposant que les lois de comporte-
ment du milieu 3D et des renforts sont connues fixées, le mod`ele d’assemblage de plaques
développé au chapitre 2 s’avère être un outil adapté àce type de problème.

3.5.2 Algorithme d’optimisation

Nous nous intéressons à l’optimisation d’une structure en fonction de paramètres
géométriques scalaires, notésxi, supposés bornés :xi 2 [x�i ; x+i ℄. Le terme de coût est sup-
posé être indépendant des paramètres géométriques.Le critèreG(xi) à minimiser se résume
donc à la compliance. On suppose que les contraintes sur lesparamètresxi sont linéaires. Le
problème d’optimisation s’écrit alors :8><>:minx G(x) = minx Z
 f :udV + Z�1 F :udS (x = (x1; :::; xn)T )gj : ajixi � bj � 0 (j = 1; :::; r)
Pour résoudre ce problème nous utiliserons un algorithmede programmation mathématique
classique : la méthode du gradient projeté (voir par exemple [39][36]). Cette méthode, cas
particulier des algorithmes dits ”de descente”, consiste `a générer une suitex(0);x(1); :::;x(k)
telle queG(x(k+1)) < G(x(k)) en définissantx(k+1) sous la forme :x(k+1) = x(k) + �d (3.5)

où d est une direction de descente admissible. Pour être une direction de descente, c’est-
à-dire qu’il existe� > 0 tel queG(x(k+1)) < G(x(k)), la directiond doit satisfaire la
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condition : rG(x(k))Td < 0
Pour être admissible, c’est-à-dire que le déplacement suivant cette direction ne viole pas lesp contraintes actives dès que� > 0, la directiond doit satisfaire les conditions :rgj(x(k))Td � 0 ; j = 1; :::; p

Introduisons la matriceN dont les colonnes sont les vecteursrgj(x(k)) des contraintes
actives, c’est-à-dire des contraintes telles quegj(x(k))=0. On suppose que ces vecteurs sont
linéairement indépendants.

La démarche suivie par l’algorithme consiste, à chaque itération, à projeter le
déplacement sur la frontière du domaine définie par le jeudes contraintes actives en utili-
sant la direction de plus grande pente possible. A l’itération k, x(k+1) est cherché sous la
forme (3.5). On cherche donc une direction de descente qui v´erifieNTd = 0, c’est-à-dire
qui vérifiergj(x(k))Td = 0 pour toutes les contraintes actives. Pour l’obtenir de plusforte
pente possible, on peut alors la choisir comme solution du problème d’optimisation suivant :8>><>>:mind rG(x(k))TdNTd = 0dTd = 1
La solution de ce problème estd = �ykyk où �y s’écrit :�y = �PrG(x(k)) = �(1n�n �N [NTN ℄�1NT )rG(x(k))
La convergence de l’algorithme est détectée lorsque les conditions nécessaires d’optimalité
de Kuhn Tucker sont vérifiées. Ces conditions s’écriventsous la forme : toutes les com-
posantes du vecteur� = [NTN ℄�1NTrG(x(k)) sont positives ou nulles. Une condition
nécessaire à la vérification de ces conditions est que la direction de recherche admissible�PrG(x(k)) soit nulle.

L’algorithme du gradient projeté s’écrit :

1. Choisirx(0)
2. Etapek :

Déterminer les contraintes activesg(k)j (j = 1; : : : ; p) associées àx(k).
DéterminerN .

3. DéterminerP = 1n�n �N [NTN ℄�1NT
Déterminers(k) = �PrG(x(k))

4. Sis(k) 6= 0 :
Déterminer�max, valeur de� qui active une nouvelle contrainte.
Déterminer�(k) qui vérifie : min�2[0;�max℄G(x(k) + �s(k))
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Si s(k) = 0 :

Déterminer� = [NTN ℄�1NTrG(x(k))
Si �i � 0 8i 2 [1; :::; p℄ ! les conditions de Kuhn Tucker sont vérifiées. FIN.
Sinon : soit�i la composante la plus négative de�.

Enlever laieme colonne deN .
Retourner en 3.

Pour obtenir la valeur�max à l’étape 4, on détermine les valeurs�maxj qui activent les
différentes contraintes non encore actives, ce qui s’écrit :0 � �j � �maxj = ajix(k)i � bj�ajis(k)i si ajis(k)i < 0
si ajis(k)i > 0, il n’y a pas de condition sur� associée à la contraintej. �max est alors défini
par : �max = min(�maxj )

Enfin, à l’étape 4, dans le cas oùs(k) = 0 et où il existe au moins une composante du vec-
teur� strictement négative, il est possible de montrer que la nouvelle direction�PrG(x(k)),
calculée avec la nouvelle matriceN obtenue par la suppression de la colonne associée à la
valeur de�i la plus négative, est non nulle et est une direction de descente admissible.

3.6 Exemples nuḿeriques

3.6.1 Probĺematiques de conception

Dans la phase de conception de l’aileron de gouverne d’Airbus choisi comme structure
industrielle test, différentes problématiques de conception relatives à la position de renforts
internes se posent. Elles sont liées aux types de conditions aux limites en déplacements
imposés.

Cet aileron, dont un modèle élément fini est présenté dans la figure 3.8 (autorisation
Airbus), est constitué de deux panneaux composites, l’extrados et l’intrados, et de nombreux
panneaux composites internes. Au bord de fuite, une liaisonencastrement est réalisée par
rivetage. Au bord d’attaque, les renforts internes sont fix´es sur des longerons en matériaux
métalliques sur lesquels sont attachés deux vérins à deux endroits différents. Dans le cadre
de la modélisation de l’aileron, ces zones d’attache peuvent être vues comme des zones sur
lesquelles sont imposés des déplacements connus. De plus, cinq zones d’attache de bras de
palier impliquent cinq zones à déplacements imposés nuls sur les longerons.

Une première problématique de conception est définie en supposant que les positions des
zones d’attache, sur lesquelles sont imposées les conditions aux limites en déplacements,
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sont fixées par des considérations indépendantes à la conception de l’aileron de gouverne.
Les positions optimales des renforts sont alors à déterminer à zones d’attache fixées.

Une deuxième problématique est définie en supposant cette fois-ci que les positions des
zones d’attache peuvent aussi être modifiées, en plus de laposition des renforts, lors de la
conception de l’aileron de gouverne. Les positions optimales des renforts ainsi que des zones
d’attache sont alors à déterminer.

Dans une troisième problématique, on cherche à déterminer l’influence sur les positions
optimales des renforts internes des longerons métalliques sur lesquels sont fixés ces renforts.

Il est bien évident que les deux premières problématiques peuvent être à considérer si-
multanément, et qu’elles sont fortement liées à la troisième. Dans une première approche du
problème, nous allons considérer successivement ces trois problématiques sur un exemple
académique à deux renforts internes pour clairement mettre en évidence leur influence sur la
conception optimale en terme de positions des renforts internes.

3.6.2 Description de la structure acad́emique test

Pour modéliser un assemblage de plaques, on utilise à nouveau le modèle d’un milieu
tridimensionnel de faible rigidité renforcé par des panneaux internes et externes décrit au
chapitre 2. En utilisant cette modélisation, la structureacadémique test est présentée dans la
figure 3.18. Elle est constituée d’un milieu tridimensionnel renforcé par 5 panneaux externes
et 2 panneaux internes. Sur la face externe non renforcée, des conditions aux limites en
déplacements de deux types seront appliquées (voir figure3.19) :� déplacements imposés à zéro sur toute la face (encastrement)� déplacements imposés à zéro sur deux zones étroites dela face (zones d’attache)
Sur la face supérieure est appliquée un chargement surfacique orthogonal, soit constant, soit
linéairement décroissant (voir figure 3.20).

Quatre cas sont donc envisageables :� cas de l’encastrement avec chargement constant,� cas de l’encastrement avec chargement variable,� cas de zones d’attache avec chargement constant,� cas de zones d’attache avec chargement variable.

3.6.3 Param̀etres et contraintes d’optimisation

On s’intéresse à l’optimisation de la position des deux renforts internes de la structure
académique test précédemment décrite. Les deux param`etres géométriquesx1 et x2 choisis
sont les distances de renforts internes à un des deux renforts latéraux (voir figure 3.21).
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Figure 3.19 — Conditions aux limites en déplacements
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Les contraintes d’optimisation associées à ces renfortssont choisies sous la forme :( xmin1 � x1 � xmax1xmin2 � x2 � xmax2
On peut par exemple choisirxmin1 = xmin2 = 0 xmax1 = xmax2 = Lx
ou bien xmin1 = 0 xmax1 = xmin2 = Lx2 xmax2 = Lx
ou tout autre combinaison telle que0 � xmin1 < xmax1 � Lx 0 � xmin2 < xmax2 � Lx
3.6.4 Mise en oeuvre nuḿerique

Tous les exemples numériques présentés dans la suite de cette section utilisent le modèle
de renforts membranaires et sa mise en œuvre numérique décrits dans la section 2.5. Le
maillage utilisé est régulier et compteNx = 24 éléments suivant la directionx, Ny = 16
suivant la directiony etNz = 8 suivant la directionz. Ce maillage est identique pour tout
jeu de valeurs de positions des renforts. Cela implique que les variations des positions des
renforts s’effectuent de manière discontinue avec unpas égal àLxNx . Dans la suite, on parlera
de la position des renforts en terme de nombre de pas. Ces positions seront notéesN1 etN2.

Le calcul du gradient du critère est effectué par différences finies centrées. Il nécessite
donc 4 calculs par éléments finis pour déterminerG(N1�1; N2),G(N1+1; N2),G(N1; N2�1),G(N1; N2 + 1) (siN1 = N2, seuls 2 calculs par éléments finis sont nécessaires) et vaut :rG(N1; N2) = �G(N1 + 1; N2)�G(N1 � 1; N2)2pas ; G(N1; N2 + 1)�G(N1; N2 � 1)2pas �T
Le calcul par éléments finis a été implémenté uniquement dans les cas où1 � N1 � Nx � 1
et1 � N2 � Nx� 1. Le calcul du gradient par différences finies centrées impose donc que :2 � N1 � Nx � 2 2 � N2 � Nx � 2
Pour pouvoir calculer le gradient du critère pour0 � N1 � Nx et 0 � N2 � Nx, il faudrait
implémenter le calcul par éléments finis dans les casN1 = 0, N2 = 0, N1 = Nx, N2 = Nx
et utiliser un calcul du gradient par différences finies noncentrées. Il s’est avéré que ces
développements numériques ne sont pas être nécessaires, les solutions optimales obtenues
dans tous les exemples traités ne saturant aucune des contraintes. L’algorithme du gradient
projeté est toutefois nécessaire, car les chemins suivispour obtenir ces solutions optimales
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saturent quelques fois certaines des contraintes.

La recherche directionnelle est effectuée pas à pas. En connaissant la direction de des-
cente admissibles(k), on isole la coordonnée de ce vecteur maximale en valeur absolue, par
exemples(k)1 . On notesign la fonction signe (sign(x) = +1 six � 0, sign(x) = �1 six < 0)
et INT la fonction partie entière. On définit la fonction ”entierle plus proche”NINT par :NINT(x) = ( INT(x+ 0:5) si x � 0INT(x� 0:5) si x < 0
Le critère est alors calculé pour le jeu de paramètres(N 01; N 02) définis par :8>><>>:N 01 = N1 + p sign(s(k)1 )N 02 = N2 +NINT p s(k)2js(k)1 j!
SiG(p + 1) < G(p), on itère. SiG(p + 1) > G(p), la recherche directionnelle est terminée
et le jeu de valeurs solution de la minimisation directionnelle est(N 01(p); N 02(p)).

Tous les exemples présentés dans la suite utilisent le jeude contraintes d’inégalité sui-
vant : 8>>>><>>>>:N1 � 2N1 � Nx � 2N2 � 2N2 � Nx � 2
3.6.5 Optimisation de la position des renforts dans le cas dezones d’at-

tache fixées

Dans cette section, on s’intéresse à la première problématique de conception : déterminer
les positions optimales des renforts avec des positions de zones d’attache fixées. Les deux
zones d’attache sont de longueur 2 (suivant la directionx), et leur centre se trouve en po-
sitions 6 et 18, ce qui correspond au quart et aux trois quartsde la longueur totale (voir
figure 3.22).

Pour le chargement constant, différentes positions initiales sont considérées. Les résultats
de l’optimisation sont présentés dans le tableau 3.1, avec un critère normé à 1 pour la position
optimale obtenue dans la première colonne. Les résultatsmontrent qu’il existe plusieurs
minimums locaux pour lesquels les positions des deux renforts sont alignées sur les positions
des zones d’attache. Un minimum est obtenu aux positions 7 et17 lorsque la position initiale
répartit les deux renforts dans les deux moitiés de la structure (voir figure 3.23(a)). Un autre
minimum local est obtenu lorsque la position initiale placeles deux renforts dans la même
moitié de la structure. La position optimale obtenue aligne alors les deux renforts avec la
zone d’attache de cette moitié de structure. On observe quela valeur du critère est plus faible
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Figure 3.22 — Positions des zones d’attache supposées fixées
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(b) Pour un chargement variable

Figure 3.23 — Positions optimales des renforts dans le cas de zones d’attache fixées

Tableau 3.1 —Positions optimales obtenues en fonction de la position initiale pour un char-
gement constant

Position initiale(N1; N2) (3; 21) (3; 11) (6; 11) (3; 10) (6; 10) (3; 4)
Position optimale (7; 17) (7; 17) (7; 17) (7; 5) (7; 5) (5; 7)
Critère optimal 1:00 1:00 1:00 1:01 1:01 1:01
Tableau 3.2 —Positions optimales obtenues en fonction de la position initiale pour un char-

gement variable

Position initiale(N1; N2) (4; 5) (3; 13) (9; 13) (10; 14) (3; 21) (15; 21) (20; 21)
Position optimale (5; 7) (5; 7) (5; 7) (5; 17) (5; 17) (17; 17) (17; 17)
Critère optimal 1:00 1:00 1:00 1:03 1:03 1:15 1:15
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dans le cas où chaque renfort est aligné avec une zone d’attache que dans le cas où les deux
renforts sont alignés sur la même zone d’attache.

Pour le chargement variable, les résultats de l’optimisation sont présentés dans le ta-
bleau 3.2, avec un critère normé à1 pour la position optimale obtenue dans la première
colonne. On observe que différents minimums locaux sont obtenus en fonction de la proxi-
mité des positions initiales avec les zones d’attache. On obtient le minimum global (positions
5 et 7, voir figure 3.23(b)) pour les deux renforts alignés avec la zone d’attache située du côté
le plus chargé de la structure, un minimum local (positions5 et 17) pour un renfort aligné
avec chacune des zones d’attache et un autre minimum local (positions 17 et 17) pour les
deux renforts alignés avec la zone d’attache située du côté le moins chargé de la structure.

En conclusion, le problème d’optimisation de la position des renforts à zones d’attache
fixées conduit à l’existence de minimums locaux pour lesquels les renforts sont alignés avec
les différentes zones d’attache. Plus le nombre de renforts et de zones d’attache sera élevé,
plus le nombre de minimums locaux sera grand.

3.6.6 Optimisation de la position des renforts dans le cas dezones d’at-
tache variables

On s’intéresse maintenant à la deuxième problématiquede conception : déterminer les
positions optimales des renforts internes et des zones d’attache. On considère toujours 2
zones d’attache de longueur 2 (suivant la directionx). Compte tenu des résultats de la sec-
tion précédente, on se place dans le cas où les positions des zones d’attache sont liées aux
positions des renforts internes. On se limite donc toujoursà deux paramètres d’optimisation
qui sont les positions des couples renfort interne/zone d’attache, chaque renfort étant supposé
situé au centre de la zone d’attache associée.

Pour les chargements constant et variable, les positions optimales obtenues sont
indépendantes de la position initiale choisie. Dans le casdu chargement constant, le mi-
nimum est obtenu pour les positions(6; 18) (voir figure 3.24(a)), ce qui correspond au14 et
aux 34 de la longueurLx. Dans le cas du chargement variable, un décalage vers le côté le
plus chargé de la structure se produit : le minimum est obtenu pour les positions(4; 14) (voir
figure 3.24(b)). En effectuant une minimisation à zones d’attache fixées dans cette position(4; 14), différents minimums locaux existent. Ils correspondentà un alignement des renforts
internes sur les zones d’attache, le minimum global correspondant à un renfort aligné sur
chaque zone d’attache.

Le paramètrage qui associe la position d’une zone d’attache avec un renfort interne per-
met donc de lever les problèmes liés à l’existence de minimums locaux, ce qui peut s’avérer
très utile si le nombre de renforts et de zones d’attache augmente.
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Figure 3.24 — Positions optimales des renforts dans le cas de zones d’attache variables
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Figure 3.25 — Positions optimales des renforts dans le cas de l’encastrement
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3.6.7 Optimisation de la position des renforts dans le cas del’encastre-
ment

On considère maintenant la troisième problématique de conception : évaluer l’influence
sur la position optimale des renforts internes des longerons métalliques sur lesquels sont fixés
ces renforts. Le cas limite associé à cette problématique est celui de longerons infiniment
rigides et donc indéformables. Ce cas peut être modélis´e en considérant que la zone non
renforcée est complètement liée à un longeron et en y imposant un déplacement nul (ce qui
correspond à la condition aux limites de type ”encastrement”, voir figure 3.19(a)).

Pour les chargements constant et variable, les positions optimales obtenues sont
indépendantes de la position initiale choisie. Dans le casdu chargement constant, le mi-
nimum est obtenu pour les positions(8; 16) (voir figure 3.25(a)), ce qui correspond au13 et
aux 23 de la longueurLx. Par rapport au cas étudié dans la section précédente, on observe
un resserrement des renforts internes. Dans le cas du chargement variable, le minimum est
obtenu pour les positions(4; 8) (voir figure 3.25(b)). Par rapport au cas étudié dans la section
précédente, on observe un déplacement du deuxième renfort vers la zone située du côté le
plus chargé de la structure.

Ces deux évolutions des positions optimales sont liées àl’accroissement de la rigidité
structurale apportée par la condition aux limites de déplacements imposés nuls sur toute la
face non renforcée.

3.6.8 Discussion

En considérant des positions de renforts découplées de celles des zones d’attache, les
résultats de la section 3.6.5 laissent apparaı̂tre la possible existence de multiples minimums
locaux et la tendance à l’alignement des zones d’attache etdes renforts internes. En as-
sociant la position des zones d’attache à celle de renfortsinternes, les résultats de la sec-
tion 3.6.6 laissent apparaı̂tre la possible diminution du nombre de minimums locaux. De
plus, les résultats de la section 3.6.7 montrent que l’influence de la rigidité des longerons ne
peut être négligée.

L’algorithme du gradient projeté ne permettant pas simplement ou systématiquement de
trouver le minimum global dans le cas où de multiples minimums locaux existent, il est utile
de recourir à des formulations de problèmes d’optimisation qui minimisent le nombre de
minimums locaux. Dans le cadre de l’optimisation de la position des renforts internes et des
zones d’attache de l’aileron de gouverne d’Airbus, une structure potentiellement proche de
la structure optimale peut donc être recherchée de manière numériquement efficace à l’aide
de l’algorithme du gradient projeté, en utilisant un modèle qui prend en compte la rigidité
des longerons et qui associe la position de chaque zone d’attache à celle d’un renfort interne.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi différentes règles de conception liées aux renforts
internes d’un volet de gouverne d’Airbus qui sont optimalesau sens de la maximisation de
la rigidité globale au moindre coût.

Tout d’abord, l’algorithme d’optimisation à paramètresdistribués décrit au chapitre 1 a
été appliqué sur cet exemple à caractère industriel, le volet de gouverne d’Airbus, à l’aide
du modèle d’assemblage de plaques composites développéau chapitre 2. En considérant
une sous-structure représentative du chargement appliqué à un renfort interne, la répartition
optimale des fibres et de la matrice du matériau composite utilisé a été déterminée en utilisant
des panneaux composites monocouches à fibres longues curvilignes de proportion variable.
Ces résultats nous ont permis de définir des règles de conception optimales au sens de la
maximisation de la rigidité globale au moindre coût en terme de répartition de fibres qui sont
transposables à d’autres familles de panneaux composites, par exemple multicouches ou à
fibres rectilignes.

Ensuite, la problématique du positionnement optimal des renforts internes du volet de
gouverne a été étudié à l’aide l’algorithme du gradient projeté en utilisant à nouveau le
modèle d’assemblage de plaques composites développé auchapitre 2. On a mis en évidence,
sur un exemple académique, un choix de paramètres d’optimisation qui permet de lever les
difficultés liées à l’existence possible de nombreux minimums locaux. Cette démarche d’op-
timisation reste à être appliquée sur l’exemple du voletde gouverne d’Airbus pour déterminer
des règles de conception optimales au sens de la maximisation de la rigidité globale en terme
de positionnement des renforts.





Chapitre 4

Optimisation structurale basée sur la
compliance enélasticité non-linéaire

Le problème de la maximisation de la rigidité globale d’une structure élastique a été
formulé comme la minimisation de la somme de la compliance et d’un terme de coût. En
considérant des paramètres d’optimisation distribués, un algorithme d’optimisation a été
défini dans le chapitre 1 et utilisé dans le chapitre préc´edent pour résoudre ce problème
d’optimisation dans le cas de structures de type assemblagede plaques composites dans le
cadre de l’élasticité linéaire. Une caractéristique importante de cet algorithme est le caractère
local de la minimisation par rapport aux paramètres distribués qui permet d’obtenir un outil
numérique performant.

L’objectif de ce chapitre est de montrer sous quelles hypothèses cet algorithme d’opti-
misation peut être généralisé pour résoudre le même problème d’optimisation dans le cas de
lois de comportement élastiques non-linéaires tout en gardant le caractère local de la mini-
misation par rapport aux paramètres distribués. L’algorithme ainsi défini sera ensuite utilisé
dans le chapitre suivant pour traiter des cas de comportements dissymétriques en traction-
compression observés avec des matériaux composites à fibres longues et avec des matériaux
micro-fissurés.

Dans la première partie de ce chapitre, on écrit le problème élastique non-linéaire
de référence sous l’hypothèse des petites perturbations (petits déplacements et petites
déformations). Ensuite on définit dans le cadre de l’optimisation à paramètres distribués
la notion de loi de comportement dérivant de potentiels thermodynamiques duaux propor-
tionnels. Avec ce type de lois de comportement élastiques non-linéaires, on montre que l’al-
gorithme d’optimisation peut être généralisé pour résoudre le problème de la minimisation
de la somme de la compliance et d’un terme de coût. Enfin, une caractérisation originale de
tels potentiels est présentée. Elle permet, étant donn´ee la forme d’un potentiel thermodyna-
mique quelconque, de déterminer de manière systématique et simple si il est proportionnel à
son potentiel dual sans que l’expression explicite de ce dernier ne soit nécessaire, et donc si
l’algorithme d’optimisation peut être utilisé avec la loi de comportement associée.
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4.2 Optimisation de la compliance dans le cas de potentiels duaux propor-
tionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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4.3.1 Rappel de la définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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�n = F
sur�1 u = 0

sur�0

Figure 4.1 — Description d’un milieu tridimensionnel élastique

4.1 Problèmeélastique non-lińeaire de ŕeférence

4.1.1 Equations du probl̀eme

Soit un milieu tridimensionnel élastique
. On se place dans l’hypothèse des petites per-
turbations, c’est-à-dire dans l’hypothèse des petits d´eplacements et des petites déformations.
La masse volumique� est donc supposée constante et égale à�0. La frontière extérieure
de 
 est divisée en deux parties�0 et �1. Des déplacements nuls sont imposés sur�0,
une densité surfacique d’effortF est imposée sur�1 et une densité volumique d’effortf
est imposée dans
 (voir figure 4.1). Une solution du problème est notée(u; �). On note�ij(u) = 12(ui;j + uj;i). Les équations du problème s’écrivent :

Conditions aux limites en d́eplacements :u 2 V (4.1)V = �vjv = (v1; v2; v3); v 2 (H1(S))3; v = 0 sur�0	
Equations d’équilibre (Principe des Puissances Virtuelles) :� 2 �ad (4.2)�ad = f�ij (i; j = 1; 2; 3) ; �ij = �ji ; � vérifie (4.20)gZ
 � : �(v) dV = Z
 f :v dV + Z�1 F :v dS 8v 2 V (4.20)
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Loi de comportement : On considère un potentiel thermodynamique convexe�0 (�) et
son potentiel dual�0'(�) défini à l’aide de la transformée de Legendre :�0'(�) = sup� (� : �� �0 (�))
Compte tenu des propriétés de la transformée de Legendre, le potentiel�0'(�) est aussi
convexe.

Les déformations� et les contraintes� dérivent des potentiels thermodynamiques duaux�0 (�) et�0'(�) : � = �0� (�)��� = �0�'(�)��
La transformée de Legendre implique les deux propriétéssuivantes :�0'(�) + �0 (�)� � : � � 0 8�; ��0'(�) + �0 (�)� � : � = 0 , � et � vérifient la loi de comportement (4.3)

Dans la suite on noteraL(v) = R
 f :vdV + R�1 F :vdS. Le problème élastique
non-linéaire de référence(P ) utilisé dans ce chapitre est défini par le système
d’équations (4.1)(4.2)(4.3).

4.1.2 Formulation variationnelle

Le problème d’élasticité non-linéaire(P ) se met classiquement sous forme varia-
tionnelle. Nous énonçons ci-dessous les formulations variationnelles en déplacements, en
contraintes et le théorème de la double inégalité (théorèmes de l’énergie).

Théorème 8.Formulation variationnelle en d́eplacements
Siu est solution de(P ) alors :u 2 V ; Z
 �0�'(�(u))�� : �(v)dV = L(v) 8v 2 V
Théorème 9.Formulation variationnelle en contraintes
Si� est solution de(P ) alors :� 2 �ad ; Z
 �0� (�)�� : (� � �)dV = 0 8� 2 �ad
Théorème 10.Théor̀eme de la double ińegalit́e
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Si (u; �) est solution de(P ) alors : (u; �) 2 V � �ad� �Z
 �0'(�(v)) dV � L(v)� � ��Z
 �0'(�(u)) dV � L(u)�= Z
 �0 (�) dV � Z
 �0 (�) dV8v 2 V; 8� 2 �ad (4.4)

L’in égalit́e de gauche est le théor̀eme de l’́energie potentielle et l’ińegalit́e de droite le
théor̀eme de l’́energie compĺementaire.

4.1.3 Condition d’existence et d’unicit́e de solution

On se placera dans la suite dans le cas de potentiels thermodynamiques continûment
différentiables. On a alors le théorème d’existence suivant :

Théorème 11.Condition d’existence et d’unicit́e de solution
Si :

1. �0'(�) est continue,

2. �0'(�) est convexe,

3. 9� > 0 = �0'(�) � ��ij�ij 8�ij = �ji
alors il existe une solution au problèmeminv2V �Z
 �0'(�(v))dV � L(v)�
Si, de plus,�0'(�) est strictement convexe, alors cette solution est unique.

4.2 Optimisation de la compliance dans le cas de potentiels
duaux proportionnels

4.2.1 D́efinition du probl ème d’optimisation

Le problème d’optimisation considéré est identique à celui présenté dans les sections 1.2
et 3.1. Nous en faisons donc ici une présentation succincte.

On cherche à maximiser la rigidité globale d’une structure élastique pour un chargement
extérieur donné. Etant donné un jeu de paramètres d’optimisation distribués(�i; �i) (�i étant
des paramètres de type orientation et�i des paramètres de type proportion de constituant,
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voir section 1.2), cet objectif peut être atteint par la minimisation d’un critèreG défini comme
la somme de la compliance et d’un terme de coût :G(�i; �i) = Compl(�i; �i) + COUT (�i)Compl(�i; �i) = L(u) = Z
 f :u dV + Z�1 F :u dSCOUT (�i) = Z
 
out(�i)dV
le coût n’étant fonction que des paramètres de type proportion de constituant�i.

Le problème d’optimisation considéré est alors :min(�i;�i)G(�i; �i) = min(�i;�i) �Z
 f :u dV + Z�1 F :u dS + Z
 
out(�i)dV � (4.5)u étant solution du problème d’élasticité non-linéaire (P ).
4.2.2 D́efinition et propri été des potentiels duaux proportionnels

Définition :

Deux potentiels thermodynamiques duaux par la transformée de Legendre sont propor-
tionnels si leur rapport est constant quelque soit la valeurdes paramètres d’optimisation pour
tout couple(�; �) qui vérifie la loi de comportement (4.3).

Cela s’écrit mathématiquement :9 a 2 R = �0'(�) = a�0 (�) ; 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifie (4.3) (4.6)

Propri été :

La solution(u; �) du problème élastique(P ) associé à une valeur du champ de pa-
ramètres d’optimisation(�i; �i) vérifie la loi de comportement en tout point du domaine
. a étant indépendant de la valeur des paramètres d’optimisation, a est constant sur
.
L’intégration de (4.6) sur
 avec le champ(�; �(u)) implique :Z
 �0'(�(u))dV = a Z
 �0 (�)dV
L’égalité centrale du théorème de la double inégalit´e (théorème 10) s’écrit alors, pour un
couple(u; �) solution du problème élastique(P ) sous la formeL(u) = Z
 f :u dV + Z�1 F :u dS = (1 + a) Z
 �0 (�)dV (4.7)
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Une caractérisation des potentiels thermodynamiques duaux proportionnels est présentée
dans la section 4.3.

Remarque. Dans le cas particulier de l’́elasticit́e linéaire,�0 (�) = 12� : A : � (A étant le
tenseur de souplesse),a = 1 et l’équation (4.7) s’́ecrit :L(u) = Z
 f :u dV + Z�1 F :u dS = Z
 � : A : �dV
ce qui correspond̀a l’ égalit́e entre la compliance et le double de l’énergie compĺementaire.
D’autres exemples de potentiels thermodynamiques duaux proportionnels seront donnés
dans la suite.

4.2.3 Ecriture d’une forme équivalente du probl̀eme d’optimisation

Le théorème de l’énergie complémentaire (voir théor`eme 10) implique que le champ de
contraintes solution du problème élastique(P ) vérifie :Z
 �0 (�)dV = min�2�ad Z
 �0 (�)dV
En considérant le cas de potentiels thermodynamiques duaux proportionnels, compte tenu
de (4.7), le problème d’optimisation (4.5) s’écrit sous la forme équivalente :min(�i;�i) min�2�ad �(1 + a) Z
 �0 (�)dV + Z
 
out(�i)dV �
4.2.4 Algorithme d’optimisation dans le cas de potentiels duaux pro-

portionnels

En utilisant la propriété (4.7), on généralise l’algorithme d’optimisation présenté dans
la section 1.2.4 pour les lois de comportement élastiques linéaires [5] aux cas de lois de
comportement élastiques non-linéaires dérivant de potentiels thermodynamiques duaux pro-
portionnels.

La présentation de l’algorithme suivante suppose qu’il existe une solution au problème
élastique non-linéaire associé à un jeu de valeurs des paramètres d’optimisation.

1. Phase d’initialisation :
On choisit un champ de paramètres d’optimisation(�(0)i ; �(0)i ) sur le domaine d’opti-
misation
. La résolution du problème d’élasticité non-linéaire (P ) associé permet la
définition du champ de contraintes�(0).

2. Minimisation locale à contraintes fixées :
On effectue la minimisation locale, c’est-à-dire en chaque point du domaine
 de
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l’intégrant du critère à contraintes�(n) fixées, ce qui s’écrit :min(�i;�i) �(1 + a)�0 (�(n); �i; �i) + 
out(�i)�
pour obtenir le champ de paramètres(�(n+1)i ; �(n+1)i ) qui, compte tenu du fait quea est
constant dans
, vérifie la propriété(1 + a) Z
 �0 (�(n); �(n+1)i ; �(n+1)i ) dV + Z
 
out(�(n+1)i ) dV� (1 + a) Z
 �0 (�(n); �(n)i ; �(n)i ) dV + Z
 
out(�(n)i ) dV

3. Minimisation globale à paramètres d’optimisation fixés :
On résout le problème d’élasticité non-linéaire(P ) associé au champ de paramètres(�(n+1)i ; �(n+1)i ) pour obtenir le champ de contraintes�(n+1). Le théorème de l’énergie
complémentaire (théorème 10), avec comme choix de champde contraintes statique-
ment admissible�(n), après multiplication par(1+a) puis ajout du terme de coût associé
aux paramètres�(n+1)i aux deux membres de l’inégalité implique que(1 + a) Z
 �0 (�(n+1); �(n+1)i ; �(n+1)i ) dV + Z
 
out(�(n+1)i ) dV� (1 + a) Z
 �0 (�(n); �(n+1)i ; �(n+1)i ) dV + Z
 
out(�(n+1)i ) dV

En considérant la propriété (4.7), les étapes 2 et 3 impliquent la propriété sur le critère glo-
balG : G(�(n+1)i ; �(n+1)i ) � G(�(n)i ; �(n)i )
On itère alors les étapes 2 et 3. Le critère étant une grandeur positive qui diminue à chaque
itération, il converge nécessairement vers une limite.

4.2.5 Sur la non-applicabilit́e de l’algorithme pour des lois de
comportement élastiques d́erivant de potentiels duaux non-
proportionnels

Si on considère un potentiel thermodynamique qui n’est pasproportionnel à son potentiel
dual par transformée de Legendre, la propriété (4.7) ne peut plus être démontrée. Dans ce cas,
les minimisations effectuées au étapes 2 et 3 de l’algorithme ne permettent plus de conclure
sur une diminution du critèreG. L’algorithme n’est donc plus applicable.
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4.3 Caract́erisation des potentiels duaux proportionnels

Dans la section précédente, l’algorithme d’optimisation a été étendu à des lois de com-
portement élastiques dérivant de potentiels thermodynamiques duaux proportionnels. Nous
allons maintenant présenter une méthode de caractérisation de tels potentiels qui sera uti-
lisée dans le chapitre suivant pour traiter plus spécifiquement le cas de lois de comportement
dissymétriques en traction-compression.

4.3.1 Rappel de la d́efinition

Deux potentiels thermodynamiques duaux par la transformée de Legendre sont propor-
tionnels si leur rapport est constant quelque soit la valeurdes paramètres d’optimisation pour
tout couple(�; �) qui vérifie la loi de comportement.

Cela s’écrit mathématiquement :9 a 2 R = �0'(�) = a�0 (�) ; 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifie la loi de comportement

4.3.2 Condition ńecessaire et suffisante de proportionnalit́e (théorème
de proportionnalit é)

Théorème 12.Théor̀eme de proportionnalit́e de potentiels thermodynamiques duaux
Si les contraintes� et d́eformations� dérivent de deux potentiels�0'(�) et�0 (�) duaux au
sens de la transforḿee de Legendre et vérifient la loi de comportement :� = �0�'(�)�� (4.8)� = �0� (�)�� (4.9)�0'(�) + �0 (�) = � : � (4.10)

alors �0'(�) = a�0 (�) , (1 + a) �0 (�) = � : �0� (�)��, (1 + 1a) �0'(�) = � : �0�'(�)�� (4.11)

Le cas particulier de l’́egalit́e des potentiels duaux (a = 1) s’écrit :�0'(�) = �0 (�) , 2�0 (�) = � : �0� (�)��, 2�0'(�) = � : �0�'(�)�� (4.12)
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Démonstration.� Supposons que�0'(�) = a �0 (�). Alors �0'(�) + �0 (�) = (1 + a)�0 (�).
L’équation (4.9) implique que� : � = � : �0 � (�)�� .

L’équation (4.10) s’écrit alors(1 + a)�0 (�) = � : �0 � (�)�� .� Supposons que(1 + a)�0 (�) = � : �0 � (�)�� .

L’équation (4.9) implique que� : �0 � (�)�� = � : � , donc (1 + a)�0 (�) = � : �.
L’équation (4.10) s’écrit alors�0'(�) = a�0 (�).

Il est donc prouvé que�0'(�) = a�0 (�) , (1 + a)�0 (�) = � : �0� (�)�� :
Par un raisonnement analogue, on prouve que�0'(�) = a�0 (�) , (1 + 1a)�0'(�) = � : �0�'(�)��
4.3.3 Sur l’utilisation du théorème de proportionnalité

Le théorème de la section précédente permet, à partir de l’expression d’un potentiel ther-
modynamique de montrer facilement la proportionnalité dece potentiel et de son potentiel
dual par transformée de Legendre. Connaissant l’expression du potentiel�0 (�) (�0'(�)),
la quantité� : �0 � (�)�� (� : �0 �'(�)�� ) est calculée et comparée à�0 (�) (�0'(�)). Si leur rap-
port est constant, c’est-à-dire indépendant des paramètres d’optimisation et des contraintes� (et des déformations�), alors on conclut à la proportionnalité des potentiels duaux. Si leur
rapport n’est pas constant, on conclut à la non-proportionnalité des potentiels duaux.

Cette caractérisation simple a deux avantages majeurs. Tout d’abord, pour prouver la
proportionnalité de potentiels thermodynamiques duaux,il n’est pas nécessaire de connaı̂tre
l’expression explicite du potentiel dual. Si la proportionnalité est prouvée, le potentiel dual
peut être déterminé, si nécessaire. Mais dans le cas de la non-proportionnalité, sa forme n’est
pas recherchée, ce qui peut permettre un gain de temps substantiel, l’expression du potentiel
dual étant difficile à déterminer de manière explicite dans la majorité des cas de lois de
comportement élastiques non-linéaires.

Ensuite, la preuve de la proportionnalité des potentiels thermodynamiques duaux im-
plique directement l’applicabilité de l’algorithme d’optimisation présenté dans la sec-
tion 4.2.4 grâce à la propriété (4.7) de ces potentiels rappelée dans la section suivante.
A contrario, la preuve de la non-proportionnalité des potentiels thermodynamiques duaux
implique la non-applicabilité de l’algorithme, la propriété (4.7) n’existant plus (voir sec-
tion 4.2.5).
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4.3.4 Propriétés des potentiels duaux proportionnels

La propriété (4.7) des potentiels duaux proportionnels qui permet l’utilisation de l’algo-
rithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 est rappelée ici :

Propri été 1. Pour(u; �) solution du problème d’élasticité non-linéaire(P ), on aL(u) = Z
 f :udV + Z�1 F :udS = (1 + a) Z
 �0 (�)dV
Dans le cas de potentiels thermodynamiques duaux proportionnels continûment

différentiables, il est possible de reformuler la caract´erisation de leur convexité basée sur
leur dérivée première. Cette reformulation sera utilisée dans la chapitre suivant pour prou-
ver la convexité de certains potentiels thermodynamiquesduaux proportionnels utilisés pour
modéliser des comportements dissymétriques en traction-compression.

Rappelons tout d’abord la condition nécessaire et suffisante de convexité d’une fonc-
tion continûment différentiable de plusieurs variablesà valeurs réelles basée sur la dérivée
première de cette fonction (voir [44] par exemple). Soitf une fonction à valeurs réelles
continûment différentiable sur un ouvert
 deRn, et soitC un ensemble convexe inclus
dans
, alors� f est convexe surC si et seulement sif(y) � f(x) +rf(x)T (y � x) 8(x; y) 2 C� f est strictement convexe si et seulement si l’inégalité précédente est stricte pour toutx différent dey

Cette condition s’écrit en considérant une fonction à variable tensorielle du deuxième
ordre symétrique, à valeurs réelles et continûment différentiable :�  est convexe si et seulement si (�) �  (�) + � (�)�� : (� � �) 8 �ij = �ji 8 �ij = �ji (4.13)�  est strictement convexe si et seulement si l’inégalité précédente est stricte pour tout� différent de�

En considérant un potentiel thermodynamique proportionnel à son potentiel dual, le
théorème de proportionnalité implique la propriété :� : � (�)�� = (1 + a) (�)
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La condition de convexité (4.13) s’écrit alors : (�) �  (�) + � (�)�� : � � (1 + a) (�) 8 �ij = �ji 8 �ij = �ji
ou encore  (�) + a (�)� � (�)�� : � � 0 8 �ij = �ji 8 �ij = �ji
Propri été 2. Soit un potentiel thermodynamique à variable tensorielle du deuxième ordre
symétrique, à valeurs réelles, continûment différentiable et proportionnel à son potentiel
dual, alors�  est convexe si et seulement si (�) + a (�)� � (�)�� : � � 0 8 �ij = �ji 8 �ij = �ji (4.14)�  est strictement convexe si et seulement si l’inégalité précédente est stricte pour tout� différent de�
Remarque. Dans le cas de potentiels duauxégaux, c’est-̀a-dire poura = 1, la condition
nécessaire et suffisante de convexité du potentiel contin̂ument diff́erentiable s’écrit (�) +  (�)� � (�)�� : � � 0 8 �ij = �ji 8 �ij = �ji (4.15)

4.3.5 Exemples de l’́elasticité linéaire et de la loi de comportement
élastique non-lińeaire de type puissance

Exemple de l’́elasticité linéaire

Nous allons tout d’abord expliciter la méthodologie développée dans ce chapitre dans le
cas de l’élasticité linéaire, pour lequel l’algorithmed’optimisation se résume à l’algorithme
classique décrit au chapitre 1.

Le potentiel thermodynamique est :�0 (�) = 12� : A : �
oùA est le tenseur de souplesse fonction des paramètres d’optimisation(�i; �i) considérés.

La loi de comportement associée est :� = �0� (�)�� = A : �
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Calculons� : �0 � (�)�� : � : �0� (�)�� = �0� : A : �= �0 (�)
Par application du théorème de proportionnalité (section 4.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamique�0 (�) et le potentiel dual par transformée de Legendre�0'(�) sont,
quelque soient(�; �) qui vérifient la loi de comportement, tels que :�0'(�) = �0 (�)
Donc9 a = 1 2 R = �0'(�) = a�0 (�) 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 peut être utilisé avec
une loi de comportement élastique linéaire, ce résultatétant bien évidemment déjà connu.

Exemple de la loi de comportement́elastique non-lińeaire de type puissance

Pedersen et Taylor [60] utilisent la loi de comportement de type puissance (en anglais
”power law non-linear elasticity”) dans le cadre de l’optimisation de la compliance (voir
section 1.5.2). Dans cet article est démontrée la proportionnalité des potentiels thermodyna-
miques duaux par détermination de la forme explicite du potentiel dual.

Nous allons appliquer la méthodologie développée dans ce chapitre pour prouver l’utili-
sation possible de l’algorithme d’optimisation présent´e dans la section 4.2.4 avec ce type de
loi de comportement.

Considérons le potentiel thermodynamique exprimé en contraintes suivant :�0 (�) = 1(n + 1)En�n+1eq avec �eq = (� : H : �)1=2 (4.16)

oùH est un tenseur d’ordre 4 symétrique défini positif à coefficients adimensionnels.H etE sont fonctions des paramètres d’optimisation(�i; �i) considérés et n est une constante.

La loi de comportement associée est :� = �0� (�)�� = �0 n + 1(n+ 1)En ��eq�� �neq = �0 1En 2H : �2(� : H : �)1=2�neq
Ce qui s’écrit � = �0�n�1eqEn H : � (4.17)
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Calculons� : �0 � (�)�� : � : �0� (�)�� = �0�n�1eqEn � : H : �= �0 1En�n+1eq= (1 + n) (�)
Par application du théorème de proportionnalité (section 4.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamique�0 (�) et le potentiel dual par transformée de Legendre�0'(�) sont,
quelque soient(�; �) qui vérifient la loi de comportement, tels que :�0'(�) = n�0 (�)n est une constante indépendante des paramètres d’optimisation, donc9 a = n 2 R = �0'(�) = a�0 (�) 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 peut être utilisé avec
la loi non-linéaire de type puissance (4.17).

Remarque. Pour cette loi de comportement, la proportionnalité des potentiels thermodyna-
miques duaux peut̂etre prouv́ee en d́eterminant de façon explicite le potentiel�0'(�) mais
la démonstration s’av̀ere être bien moins rapide et directe. Il sera présent́e dans le cha-
pitre suivant une loi de comportement dissymétrique en traction-compression qui conduità
des potentiels thermodynamiques duaux proportionnels pour lesquels la d́etermination de la
forme explicite du potentiel dual n’a pas puêtre d́etermińee.



Chapitre 5

Optimisation avec des lois de
comportement dissyḿetriques en
traction-compression

De nombreux matériaux possèdent un comportement dissym´etrique en traction-
compression. Cette dissymétrie est en général due à desphénomènes micro-mécaniques qui
peuvent être de nature très différente mais elle possède une caractéristique générale inva-
riable : la dissymétrie de comportement en traction-compression est liée à une diminution
des caractéristiques mécaniques à l’échelle mésoscopique (rigidité, résistance) dans l’un des
deux états, soit en traction, soit en compression. Cela implique qu’il existe un risque de sur-
estimer fortement la résistance ou la rigidité d’une structure si on ne prends pas en compte
la non-linéarité de comportement associée à la dissym´etrie en traction-compression. Dans
le contexte de l’optimisation de structures, les résultats optimaux obtenus sans la prise en
compte de la dissymétrie peuvent être dramatiquement éloignés de ceux obtenus à partir du
comportement réel de la structure.

Dans ce chapitre nous nous intéressons à deux types de mat´eriaux particuliers qui
possèdent un comportement différent en traction et en compression avec diminution des
caractéristiques mécaniques à l’échelle mésoscopique dans un état par rapport à l’autre. Le
premier type de matériau est caractérisé par la présence de micro-fissures en son sein. L’ap-
parition de telles micro-fissures peut être liée à l’endommagement du matériau. Ces micro-
fissures sollicitées en traction dans une direction perpendiculaire à leur longueur s’ouvrent,
ce qui implique une diminution de la rigidité à l’échellemésoscopique, tandis que solli-
citées en compression elles se referment et aucune modification de la rigidité à l’échelle
mésoscopique par rapport au matériau non-endommagé n’apparaı̂t. Le deuxième type de
matériau considéré sont les matériaux composites à fibres longues de carbone ou de kevlar.
Lorsque ces fibres sont sollicitées par un chargement de compression longitudinale, un com-
portement élastique non-linéaire différent du comportement élastique linéaire en traction est
observé. Le comportement en compression est alors caract´erisé par une perte de rigidité à
l’échelle mésoscopique.
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Dans le cadre de l’optimisation de structures complexes constituées de tels matériaux,
la prise en compte à l’échelle microscopique des phénom`enes micro-structuraux respon-
sables de la dissymétrie de comportement s’avère être une tache énorme qui aboutirait sans
aucun doute à un outil numérique très lourd à utiliser. D’un autre côté, l’algorithme d’op-
timisation présenté au chapitre précédent dans le cadre de lois de comportement élastiques
non-linéaires est performant numériquement car il effectue des minimisations locales par
rapport aux paramètres d’optimisation. Une condition incontournable pour pouvoir utiliser
cette méthode d’optimisation est de pouvoir définir le comportement élastique dissymétrique
en traction-compression à l’échelle mésoscopique à travers la définition d’un potentiel ther-
modynamique.

Le but de ce chapitre est alors double : recenser les lois de comportement élastiques non-
linéaires modélisant à l’échelle mésoscopique les comportements dissymétriques en traction-
compression observés pour les matériaux composites à fibres longues et les matériaux micro-
fissurés et prouver leur utilisation possible dans l’algorithme d’optimisation en prouvant la
proportionnalité des potentiels thermodynamiques duauxconsidérés.

Pour recenser ces différents modèles, une étude bibliographique est menée tout au long
de ce chapitre. En premier lieu, un modèle tridimensionnelmésoscopique de loi de compor-
tement élastique anisotrope non-linéaire dissymétrique en traction-compression prenant en
compte les mécanismes d’ouverture ou de fermeture de micro-fissures utilisé par R. Desmo-
rat [28] dans le cadre d’une théorie de l’endommagement anisotrope induite est prouvée être
utilisable avec l’algorithme d’optimisation présenté dans le chapitre précédent.

Dans un deuxième temps, cette loi de comportement élastique non-linéaire dissymétrique
en traction-compression est généralisée sous la forme d’une loi de type puissance qui est
toujours compatible avec l’algorithme d’optimisation.

Ensuite, dans le cadre des matériaux composites à fibres longues différents modèles
phénoménologiques utilisant une définition uniaxiale de l’état de traction-compression et
identifiés sur des essais mécaniques sont étudiés en considérant leur utilisation dans l’algo-
rithme d’optimisation.

Puis le modèle tridimensionnel initial est adapté au cas des matériaux orthotropes bidi-
mensionnels sous l’hypothèse des contraintes planes. Cela aboutit à une loi de comportement
élastique non-linéaire par morceaux qui utilise une définition biaxiale de l’état de traction-
compression et qui est compatible avec l’algorithme d’optimisation.

Enfin, un modèle de loi de comportement élastique linéaire par morceaux dissymétrique
en traction-compression est mis en œuvre numériquement pour montrer les différences ob-
tenues avec le cas élastique linéaire. Une étude originale de l’orientation optimale d’un tel
matériau élastique non-linéaire qui permet de rendre laminimisation locale explicite est alors
présentée.
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5.1 Une loi de comportement tridimensionnelle anisotrope
élastique dissyḿetrique en traction-compression

Lorsque qu’un matériau initialement sain s’endommage parcréation de micro-fissures,
son comportement peut être modélisé à l’échelle mésoscopique à endommagement constant
par une loi de comportement élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression.
Une telle loi de comportement a été introduite par R. Desmorat [28] dans le cadre de l’étude
de l’anisotropie induite par l’endommagement d’un matériau initialement élastique linéaire.

L’objectif de cette section est de démontrer que l’algorithme d’optimisation présenté dans
le chapitre précédent est applicable avec cette loi de comportement tridimensionnelle. Pour
cela la méthode développée au chapitre précédent est appliquée, la forme explicite du poten-
tiel thermodynamique dual par transformée de Legendre n’´etant pas connue.

5.1.1 D́ecomposition de Kelvin d’un tenseur d’ordre 4

Considérons un matériau élastique linéaire anisotrope. SoitS le tenseur de souplesse
symétrique du quatrième ordre de ce matériau. La décomposition de Kelvin deS introduit
les six valeurs propres ou modules de KelvinsI > 0 et les six tenseurs propres symétriques
du deuxième ordre associésSI tels que :S = 6XI=1 sI SI 
 SI ; SI : SJ = ÆIJ
Dans cette dernière expression, nous utilisons les notations : (SI 
 SJ)ijkl = SIijSJkl etSI : SJ = SIijSJij.

Le tenseur du quatrième ordreA est alors défini par :S = A : A i.e. A = S1=2 = 6XI=1 psI SI 
 SI
En considérant les symétries deS et donc deA, le potentiel thermodynamique�0 (�) se
met sous la forme : �0 (�) = 12� : S : � = 12 (A : �) : (A : �)
5.1.2 D́efinition du potentiel thermodynamique et de la loi de compor-

tement assocíee

Considérons deux tenseurs de souplesse du quatrième ordre SA et SB. Les
décompositions de Kelvin deSA et SB permettent de définir les tenseursA = (SA)1=2 etB = (SB)1=2. Un potentiel général qui modélise un comportement élastique non-linéaire
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dissymétrique en traction-compression à l’échelle mésoscopique peut être défini sous la
forme (R. Desmorat [28]) :�0 (�) = 12 hA : �i+ : hA : �i+ + 12 hB : �i� : hB : �i� (5.1)

où h i+ et h i� sont respectivement les parties positives et négatives d´efinies sur les valeurs
propres (dans le cas scalaire,hxi+ = sup(x; 0), hxi� = sup(�x; 0)).

Le potentiel (5.1) est différentiable et sa dérivée est continue (Ladevèze [50]). La loi de
comportement associée est :� = �0� (�)�� = A : hA : �i+ � B : hB : �i� (5.2)

Remarque. La particularisation de cette loi de comportementà des tenseursSA et SB
caract́erisant des lois de comportement orthotropes enélasticit́e bidimensionnelle sous l’hy-
poth̀ese des contraintes planes est présent́ee dans la section 5.3.4.

5.1.3 Applicabilité de l’algorithme d’optimisation

Considérons maintenant la proportionnalité du potentiel (5.1) et de son potentiel dual par
transformée de Legendre. Pour démontrer cette propriété, et donc l’utilisation possible de
l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4avec ce potentiel, nous utilisons la
méthode développée au chapitre précédent. Il est int´eressant de noter que la forme explicite
du potentiel dual est inconnue à ce jour.

Calculons� : �0 � (�)�� . L’équation (5.2) implique :� : �0� (�)�� = � : �A : hA : �i+ � B : hB : �i��
En considérant les symétries deA, B et de�, on peut écrire :� : (A : hA : �i+) = (A : �) : hA : �i+� : (B : hA : �i�) = (B : �) : hB : �i�
D’où � : ��0 (�)�� = (A : �) : hA : �i+ � (B : �) : hB : �i�
Or, pour tout tenseurT d’ordre 2 réel symétrique :T : hT i+ = hT i+ : hT i+T : hT i� = �hT i� : hT i�
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Donc : � : �0� (�)�� = hA : �i+ : hA : �i+ + hB : �i� : hB : �i�= 2�0 (�)
Par application du théorème de proportionnalité (section 4.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamique�0 (�) et le potentiel dual par transformée de Legendre�0'(�) sont,
quelque soient(�; �) qui vérifient la loi de comportement, tels que :�0'(�) = �0 (�)
En dénotant toujours les paramètres d’optimisation par(�i; �i), on a donc9 a = 1 2 R = �0'(�) = a�0 (�) 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 peut être utilisé avec
la loi de comportement tridimensionnelle élastique non-linéaire anisotrope dissymétrique en
traction-compression (5.2).

On peut énoncer ce résultat de proportionnalité par le

Théorème 13.Quelque soient les tenseurs du quatrième ordre syḿetriquesA etB, le po-
tentiel thermodynamique :�0 (�) = 12 hA : �i+ : hA : �i+ + 12 hB : �i� : hB : �i�
est égal à son potentiel thermodynamique dual par transformée de Legendre�0'(�) pour
tout couple(�; �) vérifiant la loi de comportement.

5.1.4 Sur l’existence d’une solution au probl̀emeélastique de ŕeférence

Pour pouvoir appliquer l’algorithme d’optimisation, une condition nécessaire est l’exis-
tence de solution au problème élastique de référence. Pour pouvoir appliquer le résultat
d’existence de la section 4.1.3, il reste à démontrer la convexité et la coercivité du poten-
tiel dual du potentiel (5.1), la continuité de la loi de comportement associée étant déjà as-
surée [50].

Convexité du potentiel thermodynamique

Pour démontrer la convexité du potentiel thermodynamique, nous allons utiliser la re-
formulation de la condition nécessaire et suffisante de convexité dans le cas des potentiels
thermodynamiques duaux continûment différentiables etégaux décrite dans la section 4.3.4.
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On introduitIA etIB tels que (�)+ (�)� � (�)�� : � = IA+ IB, oùIA etIB s’écrivent :IA = 12 hA : �i+ : hA : �i+ + 12 hA : � i+ : hA : � i+ � (A : hA : �i+) : �IB = 12 hB : �i� : hB : �i� + 12 hB : �i� : hB : �i� � (B : hB : �i�) : �IA et IB se mettent sous la forme :IA = 12 �T+1 : T+1 + T+1 : T+2 � 2T1 : T+2 �IB = 12 �T�1 : T�1 + T�1 : T�2 + 2T1 : T�2 �
avec T1 = A : � T+1 = hA : �i+ T�1 = hA : � i� T1 = T+1 � T�1T2 = A : � T+2 = hA : �i+ T�2 = hA : �i� T2 = T+2 � T�2IA et IB se mettent alors sous la forme suivante :IA = 12 �(T+1 � T+2 ) : (T+1 � T+2 ) + 2(T�1 : T+2 )�IB = 12 �(T�1 � T�2 ) : (T�1 � T�2 ) + 2(T+1 : T�2 )�
Le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 2 avec lui même est toujours positif
ou nul, donc : (T+1 � T+2 ) : (T+1 � T+2 ) � 0(T�1 � T�2 ) : (T�1 � T�2 ) � 0

Montrons queT�1 : T+2 � 0 pour tout(T1; T2).
Le produit doublement contracté de deux tenseurs est indépendant de la base dans laquelle il
est calculé. Plaçons nous dans la base propre deT�1 :(T�1 )11 = �1 (T�1 )22 = �2 (T�1 )33 = �3 (T�1 )ij = 0 si i 6= j
Par définition, les valeurs propres deT�1 sont positives ou nulles. En effectuant le produitT�1 : T+2 dans la base propre deT�1 , on obtient :T�1 : T+2 = �1(T+2 )11 + �2(T+2 )22 + �3(T+2 )33
Or T+2 est semi-défini positif donc(T+2 )11 � 0, (T+2 )22 � 0 et (T+2 )33 � 0 dans n’importe
quelle base. Comme les valeurs propres deT�1 sont positives ou nulles, on déduit queT�1 :T+2 � 0. On montrerai de manière analogue queT+1 : T�2 � 0.
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En conclusion,IA � 0 et IB � 0. Donc (�) +  (�)� � (�)�� : � � 0 8 (�; �)
ce qui implique (section 4.3.4) que le potentiel (5.1) est convexe.

La transformée de Legendre d’une fonction convexe étant convexe, le potentiel�0'(�)
dual du potentiel�0 (�) défini dans l’équation (5.1) est convexe.

Coercivité du potentiel thermodynamique

Dans le cas du potentiel écrit en contraintes défini dans l’équation (5.1), la forme explicite
du potentiel thermodynamique dual�0'(�) n’est pas connue. Il ne m’a alors pas été possible
de démontrer la coercivité de ce potentiel, c’est-à-dire la propriété :9� > 0 = �0'(�) � ��ij�ij 8�ij = �ji (5.3)

Pour se placer dans un cas où la forme du potentiel thermodynamique�0'(�) est explicite,
on modélise le comportement élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression
à l’échelle mésoscopique par le potentiel thermodynamique suivant :'(�) = 12 �hA : �i+ : hA : �i+ + hB : �i� : hB : �i�� (5.4)

oùA etB sont les racines carrées (au sens de la décomposition de Kelvin) de deux tenseurs
de rigidité associés à deux lois de comportement élastiques linéaires. Notons que ce potentiel
n’est pas le potentiel dual du potentiel (5.1).

Les preuves de la convexité de ce potentiel et de la compatibilité avec l’algorithme
d’optimisation de la loi de comportement associée s’effectuent de façon similaire à l’étude
présentée pour le potentiel en contraintes (5.1). Mais mˆeme dans ce cas où la forme expli-
cite du potentiel en déformations est connue, la propriété de coercivité (5.3) n’a pas pu être
démontrée.

Le problème de l’existence d’une solution au problème élastique de référence avec
les deux choix différents de potentiels en contraintes de type (5.1) ou en déformations de
type (5.4) est donc toujours un problème ouvert.
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5.2 Loi de comportement tridimensionnelleélastique non-
lin éaire de type puissance dissyḿetrique en traction-
compression

La loi de comportement tridimensionnelle élastique non-linéaire dissymétrique en
traction-compression présentée dans la section précédente permet la prise en compte à
l’échelle mésoscopique des mécanismes microstructuraux associés à la présence de micro-
fissures au sein du matériau et est compatible avec l’algorithme d’optimisation présenté au
chapitre 4. Au chapitre 4 toujours, il a été montré que la loi de comportement élastique
non-linéaire de type puissance est aussi compatible avec cet algorithme d’optimisation.

Nous allons maintenant généraliser la loi de comportement tridimensionnelle élastique
non-linéaire de type puissance pour prendre en compte une dissymétrie de comporte-
ment en traction-compression par exemple associée à la présence de micro-fissures au sein
du matériau. Cette nouvelle loi de comportement originaleinclue les cas de comporte-
ment élastique linéaire, de comportement élastique non-linéaire dissymétrique en traction-
compression présenté dans la section précédente et de comportement élastique non-linéaire
de type puissance. Elle est de plus compatible avec l’algorithme d’optimisation de la com-
pliance présenté au chapitre 4.

5.2.1 Loi de comportement tridimensionnelléelastique non-lińeaire de
type puissance

Considérons le potentiel thermodynamique dont dérive laloi de comportement élastique
non-linéaire de type puissance [60] :�0 (�) = 1(n+ 1)En�n+1eq
oùE est un paramètre matériau fonction des paramètres d’optimisation etn est un paramètre
matériau constant. Dans la section 4.3.5, la contrainte équivalente�eq est définie à l’aide d’un
tenseurH du quatrième ordre symétrique défini positif à coefficients adimensionnels sous la
forme : �eq = (� : H : �)1=2
La loi de comportement associée est :� = �0� (�)�� = �0�n�1eqEn H : �
Pourn = 1, on retrouve la loi de comportement élastique linéaire avec un tenseur de sou-
plesse défini par1EH.
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5.2.2 Loi de comportement tridimensionnelléelastique non-lińeaire de
type puissance dissyḿetrique en traction-compression

La dissymétrie en traction-compression est introduite par l’intermédiaire de la contrainte
équivalente. Considérons deux tenseursHA etHB du quatrième ordre à coefficients adimen-
sionnels tels que1EHA et 1EHB correspondent à des tenseurs de souplesse élastiques linéaires
anisotropes. Les racines carrées deHA et deHB (au sens de la décomposition de Kelvin)
sont notéesA etB. Ces deux tenseurs sont aussi à coefficients adimensionnels.

La contrainte équivalente est alors définie sous la forme :�eq = �hA : �i+ : hA : �i+ + hB : �i� : hB : �i��1=2 (5.5)

Le potentiel thermodynamique qui modélise un comportement élastique non-linéaire de type
puissance dissymétrique en traction-compression s’écrit toujours sous la forme :�0 (�) = 1(n+ 1)En�n+1eq (5.6)

et la loi de comportement associée est (voir démonstration ci après) :� = �0� (�)�� = �0�n�1eqEn �A : hA : �i+ � B : hB : �i�� (5.7)

Démonstration de l’́equation (5.7).Calculons tout d’abord��eq�� :��eq�� = 12 2(A : hA : �i+ �B : hB : �i�)�hA : �i+ : hA : �i+ + hB : �i� : hB : �i��1=2= 1�eq �A : hA : �i+ � B : hB : �i��
La loi de comportement s’écrit alors :� = �0� (�)�� = �0�neqEn ��eq�� = �0�n�1eqEn �A : hA : �i+ � B : hB : �i��
Théorème 14.Les cas de lois de comportementélastiques lińeaires,́elastiques non-lińeaires
de type puissance (section 4.3.5), etélastiques non-lińeaires dissyḿetriques en traction-
compression (section 5.1) sont inclus dans la loi de comportement (5.7).

Démonstration.� si HA = HB alors�eq = (� : HA : �)1=2, et on retrouve la loi de comportement
élastique non-linéaire de type puissance,
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où 1pEA et 1pEB sont les décompositions de Kelvin respectives de1EHA et 1EHB. On
retrouve alors le cas de la loi de comportement élastique non-linéaire dissymétrique en
traction-compression étudiée dans la section 5.1.� si n = 1 etHA = HB, on retrouve une loi de comportement élastique linéaire.

5.2.3 Applicabilité de l’algorithme d’optimisation

Considérons maintenant la proportionnalité du potentiel (5.6) utilisant la définition de
la contrainte équivalente (5.5) et de son potentiel dual par transformée de Legendre. Pour
démontrer cette propriété, et donc l’utilisation possible de l’algorithme d’optimisation décrit
dans la section 4.2.4 avec ce potentiel, nous utilisons la m´ethode développée au chapitre
précédent. Il est intéressant de noter que la forme explicite du potentiel dual est inconnue à
ce jour.

Calculons� : �0 � (�)�� . En considérant les symétries deA, B et �, l’équation (5.7) im-
plique : � : �0� (�)�� = �0�n�1eqEn �(A : �) : hA : �i+ � (B : �) : hB : �i��
Or, pour tout tenseurT d’ordre 2 réel symétrique :T : hT i+ = hT i+ : hT i+T : hT i� = �hT i� : hT i�
Donc : � : ��0 (�)�� = �0�n�1eqEn �hA : �i+ : hA : �i+ + hB : �i� : hB : �i��= �0�n+1eqEn= (1 + n)�0 (�)
Par application du théorème de proportionnalité (section 4.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamique�0 (�) et le potentiel dual par transformée de Legendre�0'(�) sont,
quelque soient(�; �) qui vérifient la loi de comportement, tels que :�0'(�) = n�0 (�)
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En supposant quen est indépendant des paramètres d’optimisation(�i; �i), on a donc9 a = n 2 R = �0'(�) = a�0 (�) 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 peut être utilisé
avec la loi de comportement tridimensionnelle élastique non-linéaire de type puissance dis-
symétrique en traction-compression (5.7) (sous réservede l’existence d’une solution au
problème élastique de référence).

On peut énoncer ce résultat de proportionnalité par le

Théorème 15.Quelque soient les tenseurs du quatrième ordre syḿetriquesA et B et les
réelsE etn, le potentiel thermodynamique :�0 (�) = 1(n+ 1)En �hA : �i+ : hA : �i+ + hB : �i� : hB : �i��n+12
et son potentiel thermodynamique dual par transformée de Legendre�0'(�) sont tels que :�0'(�) = n�0 (�)
pour tout couple(�; �) vérifiant la loi de comportement.

5.3 Comportements dissyḿetriques en traction-
compression de mat́eriaux composites̀a fibres longues

Nous nous plaçons maintenant dans le cas de matériaux composites à fibres longues de
carbone ou de kevlar et à matrice epoxyde. Des études expérimentales sur des plaques stra-
tifiées ont mis en évidence le comportement dissymétrique en traction-compression dans
le sens des fibres à l’échelle mésoscopique, le comportement étant élastique linéaire or-
thotrope en traction et élastique non-linéaire en compression [54][65][6]. D’un autre côté,
des études expérimentales et théoriques (avec simulations numériques) à l’échelle microsco-
pique [38][31] ont montré que la dissymétrie de comportement est vraisemblablement liée
à des propriétés intrinsèques des fibres et que la diminution de la contrainte à rupture en
compression est associée au phénomène de micro-flambagedes fibres en compression.

Dans un premier temps nous faisons une revue de ces différents résultats expérimentaux
et de leurs conclusions, qui permettent, sous certaines hypothèses, de définir des modèles
phénoménologiques de type élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression à
l’échelle mésoscopique par la définition d’un potentielthermodynamique. Dans le cadre de
cette approche, différents modèles sont ensuite étudi´es vis à vis de leur compatibilité avec
l’algorithme d’optimisation considéré au chapitre 4 (sections 5.3.2 et 5.3.3). Puis le modèle
tridimensionnel élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression présenté dans
la section 5.1 est particularisé au cas du choix des tenseurs SA et SB caractérisant des lois
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de comportement élastiques linéaires orthotropes. Ce modèle, compatible avec l’algorithme
d’optimisation mais qui reste à valider par confrontationaux résultats expérimentaux utilise
une définition de l’état de traction-compression biaxiale et s’avère être élastique linéaire ou
non-linéaire par morceaux. Ce modèle est alors modifié pour obtenir une loi de comporte-
ment élastique linéaire par morceaux originale qui utilise toujours une définition biaxiale de
l’état de traction-compression et qui est encore compatible avec l’algorithme d’optimisation.

5.3.1 Revue des ŕesultats exṕerimentaux. Limites de l’approche
phénoménologique.

Il existe de nombreuses études expérimentales dédiéesà la caractérisation du comporte-
ment de matériaux composites à fibres longues de carbone oude kevlar. Le comportement
de ce matériau sollicité en traction longitudinale, c’est-à-dire dans le sens des fibres, est clas-
siquement élastique linéaire orthotrope. Par contre, les expériences menées pour caractériser
le comportement de ce matériau sollicité en compression longitudinale ont fait l’objet de
nombreux protocoles expérimentaux :� Essais de compression directs,� Essais de flexion 4 points [54][65][6] : cet essai permet de lever les problèmes de

répétabilité dus aux chargements parasites induits dans un essai de compression pure,� Essai de flexion-compression [38][31] : cet essai permet de jouer sur le pourcentage
de flexion/compression pure lors d’un essai pour caractériser l’influence du mode de
chargement.

Les observations principales effectuées par Le Dantec [54] et Vittecoq [65], ont per-
mis de définir les caractéristiques d’un modèle phénom´enologique à l’échelle mésoscopique
caractérisant la dissymétrie en traction-compression.Le premier résultat important est la ca-
ractérisation lors d’un essai de flexion 4 points du comportement non-linéaire du composite
unidirectionnel en compression. Sur la figure 5.1 extraite de [65] est présenté un résultat
d’essai qui décrit l’évolution des déformations longitudinales dans un pli de matériau com-
posite à fibres longues de carbone et à matrice epoxyde en fonction du chargement appliqué
dans le sens des fibres. La courbe supérieure représente lerésultat d’un essai ou les fibres
sont sollicitées en traction. On perçoit bien le caractère élastique linéaire du comportement
longitudinal. La courbe inférieure représente le résultat d’un essai où les fibres sont solli-
citées en compression. On perçoit ici nettement le caractère non-linéaire du comportement
longitudinal en compression. Ces essais on permis de mettreen évidence les propriétés sui-
vantes :� égalité des modules initiaux en traction et en compression,� perte de rigidité progressive dès la mise en charge pour l’essai de compression,� réversibilité totale du phénomène pour l’essai de compression ce qui implique qu’il ne

se produit ni endommagement ni plasticité,� la contrainte à rupture en compression est plus faible qu’en traction.
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Figure 5.1 — Essai de traction-compression dans le sens des fibres d’un carbone epoxyde
(document extrait de la thèse de Vittecoq [65])

Cette caractérisation du comportement dissymétrique entraction-compression de la couche
composite à fibres longues permet de conclure que le comportement en compression à
l’échelle du pli élémentaire peut être modélisé par une loi élastique non-lińeaire fragile.
La non-linéarité en compression est modélisée phénoménologiquement grâce à l’introduc-
tion de paramètres matériaux supplémentaires à identifier sur les résultats expérimentaux qui
permettent de moduler la chute du module d’Young longitudinal lors de l’essai de compres-
sion.

Les résultats expérimentaux de Grandidier et al. [38] ontd’un autre côté mis en évidence
le caractère linéaire du comportement en compression de matériaux composites à fibres de
verre et à matrice epoxyde et le caractère non-linéaire du comportement en compression
de matériaux composites à fibres de carbone et à matrice epoxyde. Il est alors suggéré que
le comportement non-linéaire en compression avec les fibres de carbone peut être attribué
à une propriété intrinsèque de la fibre de carbone. De plus, des études micro-mécaniques
(Drapier et al. [31]) qui utilisent des techniques d’homog´enéisation pour effectuer le pas-
sage de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique ont permis de mettre en évidence
le phénomène responsable de la diminution de la contrainte à rupture en compression : le
micro-flambage des fibres. Ce phénomène fait intervenir des paramètres relatifs à l’échelle
microscopique tels que le désalignement ou la non-rectitude des fibres, mais aussi des pa-
ramètres structuraux relatifs à l’échelle du stratifiétels que l’épaisseur des plis, l’orientation
des plis voisins et le type de chargement (compression pure ou compression induite par
flexion du pli).

Pour pouvoir utiliser l’algorithme d’optimisation du chapitre 4, la dissymétrie de compor-
tement en traction-compression doit être modélisée au niveau du comportement du matériau
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considéré. Dans la suite, nous ferons l’hypothèse que cette dissymétrie est intrinsèque au
matériau, et donc que les coefficients supplémentaires introduits dans la loi de comporte-
ment sont aussi des paramètres matériau indépendants des paramètres structuraux à l’échelle
du stratifié.

5.3.2 Une loi de comportement orthotropéelastique non-lińeaire par
morceaux avec une d́efinition uniaxiale de l’état de traction-
compression

On noteÆ la fonction Dirac. La fonction de Heavyside est notéeH et est définie par :

pour toutx 2 R (H(x) = 1 si x � 0H(x) = 0 si x < 0
Définition du potentiel thermodynamique

Lors de la caractérisation expérimentale du comportement en traction et en compression
longitudinale, les résultats expérimentaux sont obtenus pour un état de contraintes uniaxial
où seule la contrainte�11 est non-nulle, la direction1 étant alignée avec la direction des
fibres (d’un point de vue pratique la contrainte�22 est très petite). Il ne permettent donc que
d’identifier le module d’Young longitudinal en tractionE1 et en compressionEC1 .

Dans l’état de traction, la loi de comportement est élastique linéaire orthotrope, ce qui
s’écrit dans le repère des fibres :8>>>>><>>>>>: �11 = �11E1 � �12E1 �22�22 = ��12E1 �11 + �22E2�12 = �122G12 (5.8)

On suppose alors que le loi de comportement en compression est élastique non-linéaire
orthotrope. Bien que non-identifiés dans les essais expérimentaux présentés dans la section
précédente, le module d’Young transverseE2 et le rapport�12=E1 sont supposés identiques
en traction et en compression :EC2 = E2 �C12EC1 = �12E1
Pour quantifier la chute du module d’Young longitudinal en compression dans le sens des
fibres, deux approches peuvent être considérées suivantque cette évolution du module
d’Young longitudinal en compression est caractérisé parune loi en contraintes ou par une
loi en déformation.
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Nous nous plaçons ici dans le cas d’une approche en contraintes, la démarche de
définition de la loi de comportement dans une approche en déformations étant similaire.
On introduit un paramètre matériau� > 0, et on postule un module d’Young longitudinal en
compression de la forme : EC1 = E1(1� ��211H(��11))
La loi de comportement élastique non-linéaire orthotrope en compression s’écrit alors :8>>>>><>>>>>: �11 = �11E1(1� ��211H(��11)) � �12E1 �22�22 = ��12E1 �11 + �22E2�12 = �122G12 (5.9)

La définition de l’état de traction-compression est alorsuniaxiale dans le sens où seule la
valeur de la contrainte�11 est utilisée. On remarque que cette loi de comportement inclut
celle définie en traction et est continue.

Le potentiel thermodynamique dont dérive la loi de comportement (5.9), défini pour�11 > �1=p�, convexe et continûment différentiable, est défini par�0 (�) = 12� �211E1 H(�11)� 1�E1 log �1� ��211H(��11)�+ �222E2 � 2�12E1 �11�22 + �2122G12 + �2212G12 � (5.10)

Démonstration.Les expressions de�22 et�12 sont immédiates. Différencions le potentiel par
rapport à�11 :�0� (�)��11 = 12 �2�11E1 H(�11) + �211E1 Æ(�11)� 1�E1 �2��11 H(��11) + ��211Æ(��11)1� ��211 H(��11) � 2�12E1 �22�
Or xÆ(x) = 0 pour toutx 2 R. Donc�0� (�)��11 = �11E1 H(�11) + �11 H(��11)E1 (1� ��211 H(��11)) � �12E1 �22= �11H(�11) + �11H(��11)� ��311H(�11) H(��11)E1 (1� ��211H(��11)) � �12E1 �22
Or xH(x) + xH(�x) = x etxH(x) H(�x) = 0 pour toutx 2 R. Donc�0� (�)��11 = �11E1 (1� ��211H(��11)) � �12E1 �22
La loi de comportement est continue. Le potentiel (5.10) estla somme de deux fonctions
convexes pour�11 > �1=p�, et est donc convexe.
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Preuve de la non-applicabilit́e de l’algorithme d’optimisation

Calculons� : �0 � (�)�� :� : �0� (�)�� = � �211E1(1� ��211H(��11)) + �222E2 � 2�12E1 �11�22 + �2122G12 + �2212G12�
Le rapport(� : �0 � (�)�� )=(�0 (�)) est fonction des contraintes et n’est donc pas constant.
Le théorème de proportionnalité (section 4.3.2) implique alors que le potentiel�0 (�) et son
potentiel dual ne sont pas proportionnels et donc que l’algorithme d’optimisation décrit dans
la section 4.2.4 ne peut pas être appliqué avec la loi de comportement (5.9).

5.3.3 Une loi de comportement orthotrope élastique linéaire par
morceaux avec une d́efinition uniaxiale de l’état de traction-
compression

Le modèle phénoménologique précédent s’avère donc ˆetre incompatible avec l’algo-
rithme d’optimisation. Il peut être simplifié en faisant l’hypothèse d’un comportement
élastique linéaire orthotrope dans l’état de traction et aussi dans l’état de compression.

Ce modèle, extrait de [65], est prouvé être compatible avec l’algorithme d’optimisation
et sera à la base des exemples numériques présentés dansla section 5.4.

Loi de comportementélastique linéaire orthotrope en traction et en compression

La loi de comportement élastique linéaire orthotrope associée à un comportement en
traction dans le sens des fibres est encore choisie sous la forme (5.8). On suppose que le
module d’Young longitudinal en compressionEC1 , inférieur àE1, est indépendant de l’état
de contraintes. Le module d’Young transverseE2 et le rapport�12=E1 sont toujours supposés
identiques en traction et en compression :EC2 = E2 �C12EC1 = �12E1
La loi de comportement élastique linéaire orthotrope associée à un comportement en com-
pression dans le sens des fibres s’écrit donc :8>>>>><>>>>>: �11 = �11EC1 � �12E1 �22�22 = ��12E1 �11 + �22E2�12 = �122G12 (5.11)
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Potentiel thermodynamique

Considérons l’état de traction ou de compression défini `a l’aide de la valeur du signe
de la contrainte longitudinale. Ceci correspond à une approche en contraintes. Le poten-
tiel thermodynamique qui tient compte de la dissymétrie decomportement en traction et en
compression est alors écrit sous la forme :�0 (�) = 12 ��211E1 + � 1EC1 � 1E1� �211H(��11) + �222E2 � 2�12E1 �11�22 + �2122G12 + �2212G12�
Différencions ce potentiel par rapport à�11 :�0� (�)��11 = 12 �2�11E1 + � 1EC1 � 1E1� (2�11 H(��11)� �211Æ(��11))� 2�12E1 �22� (5.12)

Or xÆ(x) = 0 pour toutx 2 R. Donc�0� (�)��11 = �11E1 + � 1EC1 � 1E1��11 H(��11)� �12E1 �22
La différenciation du potentiel par rapport à�22 et à�12 est immédiate. La loi de comporte-
ment associée s’écrit donc :8>>>>><>>>>>: �11 =�11E1 + � 1EC1 � 1E1� �11 H(��11)� �12E1 �22�22 =� �12E1 �22 + �22E2�12 = �122G12 (5.13)

Cette loi de comportement est continue. Pour�11 � 0, elle correspond à l’équation (5.8) et
pour�11 < 0, elle correspond à l’équation (5.11).

Applicabilit é de l’algorithme d’optimisation

Calculons� : �0 � (�)�� . On déduit de l’équation (5.13) que�11�0� (�)��11 =�211E1 + � 1EC1 � 1E1� �211H(��11)� �12E1 �11�22�22�0� (�)��22 =�222E2 � �12E1 �11�22�12�0� (�)��12 = �2122G12�21�0� (�)��21 = �2212G12
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Donc� : �0� (�)�� = �211E1 + � 1EC1 � 1E1� �211 H(��11) + �222E2 � 2�12E1 �11�22 + �2122G12 + �2212G12= 2�0 (�)
Par application du théorème de proportionnalité (section 4.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamique�0 (�) et le potentiel dual par transformée de Legendre�0'(�) sont,
quelque soient(�; �) qui vérifient la loi de comportement, tels que :�0'(�) = �0 (�)
En dénotant toujours les paramètres d’optimisation par(�i; �i), on a donc9 a = 1 2 R = �0'(�) = a�0 (�) 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 peut être utilisé avec
la loi de comportement (5.13) (sous réserve de l’existenced’une solution au problème
élastique de référence qui est démontrée ci-après).

Expression explicite du potentiel dual

Dans ce cas particulier, l’expression explicite du potentiel dual �0'(�) peut être
déterminée. La loi de comportement est initialement sousla forme� = �0 � (�)�� . Cette re-
lation est inversée pour obtenir� = f(�) dans laquellef est une fonction explicite. La loi de
comportement étant définie par la relation� = �0 �'(�)�� , on déduit que�0 �'(�)�� = R f(�)d�.
Cette démarche conduit à l’expression suivante, avec�C12 = EC1 �12E1 :�0'(�) = 12" E11� �12�21 (�11 + �21�22)2 + E2�222 + 2G12(�212 + �221)+ � EC11� �C12�21 � E11� �12�21� (�11 + �21�22)2H(�(�11 + �21�22))# (5.14)
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La loi de comportement associée est :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
�11 = E11� �12�21 (�11 + �21�22)+ � EC11� �C12�21 � E11� �12�21� (�11 + �21�22) H(�(�11 + �21�22))�22 = E11� �12�21 (�11 + �21�22) + E2�22+ � EC11� �C12�21 � E11� �12�21� (�11 + �21�22) H(�(�11 + �21�22))�12 = 2G12�12

Existence d’une solution unique au probl̀emeélastique de ŕeférence

Etudions tout d’abord la convexité du potentiel (5.12). Cepotentiel et son potentiel
dual étant proportionnels et même égaux, nous allons utiliser la caractérisation de la stricte
convexité définie dans la section 4.3.4. Montrons que (�)+ (�)� � (�)�� : � > 0 pour tout� 6= � . Le potentiel�0 (�) est constitué de la somme de deux termes :�0 1(�) = 12 ��211E1 + �222E2 � 2�12E1 �11�22 + �2122G12 + �2212G12��0 2(�) = 12 �� 1EC1 � 1E1� �211 H(��11)�
Le potentiel�0 1(�) est le potentiel thermodynamique d’un matériau orthotrope. Il est
donc strictement convexe. La somme d’une fonction strictement convexe et d’une fonction
convexe étant strictement convexe, il reste alors à démontrer que le potentiel�0 2(�) est
convexe, soit I =  2(�) +  2(�)� � 2(�)�� : � � 0 8 � 6= �
Cette grandeurI se met sous la forme :I = 12 � 1EC1 � 1E1� I1

avecI1 = �� 211 H(��11) + �211 H(��11)� 2�11�11 H(��11)�
La grandeur 1EC1 � 1E1 est positive carE1 � EC1 par définition. Considérons les différents cas
possibles :� si �11 > 0 et �11 > 0 alorsI1 = 0� si �11 < 0 et �11 > 0 alorsI1 = �211 � 2�11�11. Or �11 < 0 et �11 > 0 implique que�11�11 < 0, doncI1 > 0,� si �11 > 0 et �11 < 0 alorsI1 = � 211, doncI1 > 0,� si �11 < 0 et �11 < 0 alorsI1 = (�11 � �11)2, doncI1 � 0,
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DoncI � 0 8(�; �), donc�0'2(�) est convexe. On en déduit que le potentiel (5.12) est stric-
tement convexe. La transformée de Legendre d’un potentielstrictement convexe étant stric-
tement convexe, on déduit que le potentiel�0'(�) défini par (5.14) est strictement convexe.

Montrons maintenant que :9� > 0 = �0'(�) � �� : � 8� (5.15)

Le potentiel�0'(�) défini par (5.14) s’exprime sous la forme équivalente suivante :� si �11 + �21�22 � 0 alors�0'(�) = 12 � E11� �12�21 (�11 + �21�22)2 + E2�222 + 2G12(�212 + �221)�� si �11 + �21�22 < 0 alors�0'(�) = 12 � EC11� �C12�21 (�11 + �21�22)2 + E2�222 + 2G12(�212 + �221)�
Dans les deux cas, la forme obtenue correspond au potentiel thermodynamique d’un matériau
élastique linéaire orthotrope. On en déduit que :� si �11 + �21�22 � 0 alors9�1 > 0=�0'(�) � �1� : � 8�� si �11 + �21�22 < 0 alors9�2 > 0=�0'(�) � �2� : � 8�
Choisissons� = min(�1; �2). La propriété (5.15) de coercivité du potentiel�0'(�) est alors
démontrée.

La loi de comportement dérivant de ce potentiel étant continue, toutes les hypothèses de
la section 4.1.3 sont réunies pour prouver l’existence et l’unicité d’une solution au problème
élastique de référence.

5.3.4 Une loi de comportement́elastique non-lińeaire par morceaux
avec une d́efinition biaxiale de l’état de traction-compression (uti-
lisation de la décomposition de Kelvin)

Les deux précédents modèles utilisent une définition uniaxiale de l’état de traction-
compression pour n’introduire que des grandeurs identifiables sur les essais expérimentaux
disponibles. Ces essais ne permettent en effet que l’obtention d’informations sur la chute
du module d’Young longitudinal pour une sollicitation de traction ou de compression lon-
gitudinale (c’est-à-dire dans le sens des fibres). La modélisation a donc été restreinte aux
comportements en traction et en compression élastiques orthotropes où seul le module
d’Young longitudinal diffère dans les deux états. Une caractérisation expérimentale biaxiale
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à l’échelle du pli élémentaire de la dissymétrie de comportement en traction-compression
est nécessaire pour permettre l’élaboration et la validation de modèles de comportement à
l’échelle mésoscopique, c’est-à-dire par choix de potentiel thermodynamique.

Nous proposons ici d’adapter le modèle de comportement tridimensionnel anisotrope
élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression présenté dans la section 5.1
au cadre de l’élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse des contraintes planes en sup-
posant que les lois de comportement de référence en traction et en compression sont
élastiques linéaires orthotropes. L’idée forte de ce modèle est que les identifications des
lois de comportement élastiques linéaires orthotropes en traction et en compression sont
suffisantes pour définir le potentiel thermodynamique qui modélise la dissymétrie de com-
portement en traction-compression. La définition de cettedissymétrie de comportement uti-
lise alors l’ensemble du tenseur des contraintes et est doncbiaxiale. Ce modèle qui est
un cas particulier de celui présenté dans la section 5.1 est donc compatible avec l’algo-
rithme d’optimisation. Son utilisation pour modéliser lecomportement dissymétrique en
traction-compression de matériaux composites à fibres longues reste bien sûr à valider sur
des résultats expérimentaux.

Décomposition de Kelvin d’un tenseur de souplesse orthotrope

On se place dans le cadre de l’élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse des contraintes
planes. Considérons un matériau élastique linéaire orthotrope. Son potentiel thermodyna-
mique écrit en contraintes est :�0 (�) = 12 � : S : � = 12 (A : �) : (A : �)
Le tenseur de souplesseS est défini par les termes non-nuls :8>>>><>>>>:S1111 = 1E1S2222 = 1E2S1122 = S2211 = ��12E1S1212 = S1221 = S2121 = S2112 = 14G12 (5.16)
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et la décomposition de KelvinA deS est définie par les termes non-nuls :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

A1111 = 14p2E22�212 0�(�E1 + E2 +p�)2qE1+E2+p�E1E22� 2(E1�E2)E1�E2+p� + (E1 � E2 +p�)2qE1+E2�p�E1E22� 2(E1�E2)�E1+E2+p� 1AA2222 = 1p20� qE1+E2+p�E1E22� 2(E1�E2)E1�E2+p� + qE1+E2�p�E1E22� 2(E1�E2)�E1+E2+p�1AA1122 = A2211 = E2�12p2p� 0�sE1 + E2 �p�E1E2 �sE1 + E2 +p�E1E2 1AA1212 = A1221 = A2121 = A2112 = 12r 12G12
avec � = (E1 � E2)2 + 4E22�212

(5.17)

Introduction de la dissymétrie en traction-compression

Pour introduire la loi de comportement dissymétrique en traction-compression, on
procède comme dans la section 5.1.2.

On introduit deux tenseurs de souplesseSA et SB qui définissent les comportements
élastiques linéaires orthotropes respectifs dans l’état de traction et dans l’état de compression.
On noteA etB les décompositions de Kelvin deSA etSB. On définit alors le potentiel ther-
modynamique qui prend en compte la dissymétrie de comportement en traction-compression
sous la forme :�0 (�) = 12 hA : �i+ : hA : �i+ + 12 hB : �i� : hB : �i� (5.18)

Ce potentiel est continûment différentiable, convexe etcompatible avec l’algorithme d’opti-
misation (voir section 5.1.2). La loi de comportement continue associée s’écrit :� = �0� (�)�� = A : hA : �i+ � B : hB : �i�
Expression de la loi de comportement par morceaux

Il est alors possible d’écrire explicitement la loi de comportement morceau par morceau.
Plaçons nous dans le repère des fibres dans lequel le tenseur des contraintes s’écrit� = ��11 �12�12 �22�
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On noteTA = A : � et TB = B : �. Ces tenseurs s’écrivent :TA = �A1111�11 + A1122�22 2A1212�122A1212�12 A1122�11 + A2222�22� (5.19)TB = �B1111�11 +B1122�22 2B1212�122B1212�12 B1122�11 +B2222�22� (5.20)

On détermine les valeurs propresTA=BI etTA=BII deTA=B :TA=BI = TA=B11 + TA=B22 �q(TA=B11 � TA=B22 )2 + 4TA=B12 22TA=BII = TA=B11 + TA=B22 +q(TA=B11 � TA=B22 )2 + 4TA=B12 22
Si TAI et TAII sont négatifs, hA : �i+ = 0 ) A : hA : �i+ = 0
Si TBI et TBII sont positifs, �hB : �i� = 0 ) �B : hB : �i� = 0
Si TAI et TAII sont positifs, hA : �i+ = A : � ) A : hA : �i+ = A : A : � = SA : �
Si TBI et TBII sont négatifs, �hB : �i� = B : � ) �B : hB : �i� = B : B : � = SB : �
Si TAI est positif etTAII est ńegatif, la partie du potentiel thermodynamique relative àA se
met sous la forme :12 hA : �i+ : hA : �i+ = 14 �TA112 + TA222 + 2TA122 � (TA11 + TA22)q(TA11 � TA22)2 + 4TA122�
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La quantitéA : hA : �i+ s’écrit alors :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�A : hA : �i+�11 = 12 A1111TA11 + A1122TA22 � (A1111 � A1122)(TA112 � TA222)2q(TA11 � TA22)2 + 4TA122� (A1111 + A1122)2 q(TA11 � TA22)2 + 4TA122!�A : hA : �i+�22 = 12�A1122TA11 + A2222TA22 � (A2222 � A1122)(TA222 � TA112)2q(TA11 � TA22)2 + 4TA122� (A1122 + A2222)2 q(T11 � T22)2 + 4T 212��A : hA : �i+�12 = A1212TA120�1� TA11 + TA22q(TA11 � TA22)2 + 4TA1221A
(5.21)

Si TBI est ńegatif et TBII est positif, on retrouve l’expression (5.21) pour�B : hB : �i�,
avec les tenseursB etTB à la place deA etTA.

Si TAI est ńegatif etTAII est positif, la partie du potentiel thermodynamique relative àA se
met sous la forme :12 hA : �i+ : hA : �i+ = 14 �TA112 + TA222 + 2TA122 + (TA11 + TA22)q(TA11 � TA22)2 + 4TA122�
La quantitéA : hA : �i+ s’écrit alors :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�A : hA : �i+�11 = 12�A1111TA11 + A1122TA22 + (A1111 � A1122)(TA112 � TA222)2q(TA11 � TA22)2 + 4TA122+ (A1111 + A1122)2 q(TA11 � TA22)2 + 4TA122��A : hA : �i+�22 = 12�A1122TA11 + A2222TA22 + (A2222 � A1122)(TA222 � TA112)2q(TA11 � TA22)2 + 4TA122+ (A1122 + A2222)2 q(TA11 � TA22)2 + 4TA122��A : hA : �i+�12 = A1212TA120�1 + TA11 + TA22q(TA11 � TA22)2 + 4TA1221A
(5.22)
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Si TBI est positif etTBII est ńegatif, on retrouve l’expression (5.22) pour�B : hB : �i�,
avec les tenseursB etTB à la place deA etTA.

Si les deux valeurs propres deTA sont de même signe et si celles deTB sont de même
signe, la loi de comportement obtenue est linéaire en contraintes sur le morceau considéré.

Par contre si les deux valeurs propres deTA sont de signe opposés,A : hA : �i+ est
non-linéaire en contraintes (eq (5.21) et (5.22)). Alors� = A : hA : �i+ � B : hB : �i� est
non-linéaire en contraintes sur le morceau considéré, sauf dans le cas dégénéré oùB = A
pour lequel on retrouve la loi de comportement élastique linéaire (et symétrique en traction
et en compression). De même si les valeurs propres deB sont de signes opposés, la loi de
comportement est non-linéaire sur le morceau considéré.

La loi de comportement dérivant du potentiel (5.18), avec pour choix deSA et deSB des
lois de comportement élastiques linéaires orthotropes,est donc définie sur certains morceaux
par une loi de comportement élastique linéaire et sur d’autres par une loi de comportement
élastique non-linéaire.

5.3.5 D́efinition d’un nouveau modèle de comportement élastique
lin éaire par morceaux avec une d́efinition biaxiale de l’état de
traction-compression

La loi de comportement obtenue dans la section précédenteest élastique linéaire et
non-linéaire par morceaux. Le comportement peut donc être non-linéaire alors que l’on a
fait l’hypothèse d’un comportement élastique linéairedans l’état de traction et dans l’état de
compression. Nous proposons ici un modèle original, toujours basé sur les décompositions
de Kelvin, qui permet d’obtenir une loi de comportement élastique linéaire par morceaux
avec une définition de l’état de traction et de l’état de compression biaxiale qui fait intervenir
les composantes�11 et�22 du tenseur des contraintes.

Dans le modèle précédent, si on se place dans le cas particulier où �12 = 0 dans le
repère des fibres, alorsTA12 = TB12 = 0 (voir eq (5.19) et (5.20)). AlorsA : hA : �i+ et�B : hB : �i� restent linéaires en�11 et�22 quelque soit les signes deTA=BI etTA=BII .

Cette remarque nous indique que l’introduction de la dissymétrie de comportement en
traction et en compression dans le cadre de la décomposition de Kelvin implique une loi
de comportement linéaire par morceaux si les contraintes�12 n’interviennent pas dans la
définition de la dissymétrie. Autrement dit, en scindant le potentiel thermodynamique en
deux termes distincts dont un n’est fonction que des contraintes�12, la loi de comportement
obtenue après introduction de la dissymétrie de comportement en traction et en compression
sur le terme ne faisant pas intervenir�12 est élastique linéaire par morceaux.
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Décomposition de Kelvin partielle d’un tenseur de souplesséelastique linéaire ortho-
trope

Considérons l’écriture du potentiel thermodynamique�0 (�) dans lerepère d’orthotro-
pie du mat́eriausous la forme :�0 (�) = 12 �� : S� : �� + 12 � �2122G12 + �2212G12�= 12 (A� : ��) : (A� : ��) + 12 � �2122G12 + �2212G12�
où l’on a noté �� = ��11 00 �22�
oùS� = S (eq (5.16)) sauf pour les termesS�1212 = S�1221 = S�2112 = S�2121 = 0,
et oùA� = A (eq (5.17)) sauf pour les termesA�1212 = A�1221 = A�2112 = A�2121 = 0.

Introduction de la dissymétrie de comportement en traction et en compression

On considère deux tenseursS�A etS�B définis à partir des tenseursSA etSB de compor-
tement élastiques linéaires orthotropes d’un pli composite unidirectionnel respectivement en
traction et en compression.

On détermine les racines carrées (au sens de la décompositions de Kelvin)A� et B�
de S�A et S�B. On définit alors, dans lerepère d’orthotropie associé à SA et SB, le po-
tentiel thermodynamique qui prend en compte la dissymétrie de comportement en traction-
compression sous la forme :�0 (�) = 12 hA� : �i+ : hA� : �i+ + 12 hB� : �i� : hB� : �i� + 12 � �2122G12 + �2212G12�

(5.23)
Le tenseurA� : �� s’écrit :A� : �� = �A�1111�11 + A�1122�22 00 A�1122�11 + A�2222�22�
Donc �hA� : ��i+�11 = (A�1111�11 + A�1122�22) H(A�1111�11 + A�1122�22)�hA� : ��i+�22 = (A�1122�11 + A�2222�22) H(A�1122�11 + A�2222�22)�hA� : ��i+�12 = �hA� : ��i+�21 = 0
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En considérant queH(x)2 = H(x), on obtient :hA� : ��i+ : hA� : ��i+ = (A�1111�11 + A�1122�22)2 H(A�1111�11 + A�1122�22)+ (A�1122�11 + A�2222�22)2 H(A�1122�11 + A�2222�22)
Par un raisonnement analogue, on a :hB� : ��i� : hB� : ��i� = (B�1111�11 +B�1122�22)2 H(�(B�1111�11 +B�1122�22))+ (B�1122�11 +B�2222�22)2 H(�(B�1122�11 +B�2222�22))
Et le potentiel (5.23) se met sous la forme :�0 (�) = 12� (A�1111�11 + A�1122�22)2 H(A�1111�11 + A�1122�22)+(A�1122�11 + A�2222�22)2 H(A�1122�11 + A�2222�22)+(B�1111�11 +B�1122�22)2 H(�(B�1111�11 +B�1122�22))+(B�1122�11 +B�2222�22)2 H(�(B�1122�11 +B�2222�22)) + �2122G12 + �2212G12�

(5.24)

Ce potentiel est continûment différentiable et la loi de comportement élastique linéaire par
morceaux associée s’écrit :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�11 = A�1111 hA�1111�11 + A�1122�22i+ + A�1122 hA�1122�11 + A�2222�22i+�B�1111 hB�1111�11 +B�1122�22i� �B�1122 hB�1122�11 +B�2222�22i��22 = A�1122 hA�1111�11 + A�1122�22i+ + A�2222 hA�1122�11 + A�2222�22i++B�1122 hB�1111�11 +B�1122�22i� +B�2222 hB�1122�11 +B�2222�22i��12 = �122G12
(5.25)

Applicabilit é de l’algorithme d’optimisation

Calculons� : �0 � (�)�� :�11��0 (�)��11 = A�1111�11(A�1111�11 + A�1122�22) H(A�1111�11 + A�1122�22)+ A�1122�11(A�1122�11 + A�2222�22) H(A�1122�11 + A�2222�22)+ B�1111�11(B�1111�11 +B�1122�22) H(�(B�1111�11 +B�1122�22))+ B�1122�11(B�1122�11 +B�2222�22) H(�(B�1122�11 +B�2222�22))
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Par un raisonnement analogue :�22�0� (�)��22 = A�1122�22(A�1111�11 + A�1122�22) H(A�1111�11 + A�1122�22)+ A�2222�22(A�1122�11 + A�2222�22) H(A�1122�11 + A�2222�22)+ B�1122�22(B�1111�11 +B�1122�22) H(�(B�1111�11 +B�1122�22))+ B�2222�22(B�1122�11 +B�2222�22) H(�(B�1122�11 +B�2222�22))
Les termes relatifs à�12 et�21 s’écrivent :�12�0� (�)��12 =�12 �122G12�21�0� (�)��21 =�21 �212G12
Donc� : �0� (�)�� = (A�1111�11 + A�1122�22)2 H(A�1111�11 + A�1122�22)+ (A�1122�11 + A�2222�22)2 H(A�1122�11 + A�2222�22)+ (B�1111�11 +B�1122�22)2 H(�(B�1111�11 +B�1122�22))+ (B�1122�11 +B�2222�22)2 H(�(B�1122�11 +B�2222�22)) + �2122G12 + �2212G12
En comparant l’équation précédente avec l’équation (5.24), on obtient :� : �0� (�)�� = 2�0 (�)
Par application du théorème de proportionnalité (section 4.3.2), on conclue que le poten-
tiel thermodynamique�0 (�) et le potentiel dual par transformée de Legendre�0'(�) sont,
quelque soient(�; �) qui vérifient la loi de comportement, tels que :�0'(�) = �0 (�)
En dénotant toujours les paramètres d’optimisation(�i; �i), on a donc9 a = 1 2 R = �0'(�) = a�0 (�) 8(�i; �i); 8(�; �) qui vérifient la loi de comportement

En conclusion, l’algorithme d’optimisation décrit dans la section 4.2.4 peut être utilisé avec
la loi de comportement élastique linéaire par morceau à définition biaxiale de l’état de
traction-compression (5.25).
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DISSYMÉTRIQUES EN TRACTION-COMPRESSION

5.4 Exemples nuḿeriques pour un mat́eriau composite
à fibres longues à loi de comportement orthotrope
élastique linéaire par morceaux

Dans cette section, on s’intéresse à la mise en œuvre numérique de l’algorithme d’op-
timisation basé sur la compliance à paramètres distribués présenté dans le chapitre 4 en
considérant :� une membrane monocouche d’épaisseur totale constante,� un matériau composite à fibres longues curvilignes de proportion variable,� la loi de comportement élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression

de type orthotrope élastique linéaire par morceaux, présentée dans la section 5.3.3.
On se place dans le cadre de l’élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse des contraintes
planes. Deux paramètres d’optimisation distribués sontpris en compte : l’orientation locale
des fibres notée� et leur proportion locale notée�. Le terme de coût est choisi linéaire en
fonction de la proportion de fibres uniquement :Cout(�) = k ZS �dS
Le critère à minimiser est la somme de la compliance et du coût défini ci-dessus :Crit(�; �) = ZS f :udS + Z�1 F :uds+ k ZS �dS
La loi de comportement élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression uti-
lisée dérive du potentiel thermodynamique présenté dans la section 5.3.3 :�0 (�) = 12 ��211E1 + � 1EC1 � 1E1� �211H(��11) + �222E2 � 2�12E1 �11�22 + �2122G12 + �2212G12�
Dans la section 5.3.3, il a été montré que� ce potentiel est convexe et continûment différentiable,� le problème élastique de référence défini à l’aide de la loi de comportement associée à

ce potentiel possède une solution unique,� ce potentiel et son potentiel dual par transformée de Legendre sont proportionnels et
même égaux, et donc que l’algorithme d’optimisation peutêtre utilisé avec la loi de
comportement associée,� l’expression du potentiel thermodynamique dual peut êtredéterminé explicitement.
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La loi de comportement associée au potentiel précédent s’écrit :8>>>>><>>>>>: �11 =�11E1 + � 1EC1 � 1E1� �11 H(��11)� �12E1 �22�22 =� �12E1 �22 + �22E2�12 = �122G12
L’expression du potentiel thermodynamique dual�0'(�) est :�0'(�) = 12" E11� �12�21 (�11 + �21�22)2 + E2�222 + 2G12(�212 + �221)+ � EC11� �C12�21 � E11� �12�21� (�11 + �21�22)2H(�(�11 + �21�22))#
et la loi de comportement associée s’écrit :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�11 = E11� �12�21 (�11 + �21�22)+ � EC11� �C12�21 � E11� �12�21� (�11 + �21�22) H(�(�11 + �21�22))�22 = E11� �12�21 (�11 + �21�22) + E2�22+ � EC11� �C12�21 � E11� �12�21� (�11 + �21�22) H(�(�11 + �21�22))�12 = 2G12�12
(5.26)

Pour finaliser l’outil numérique effectuant l’optimisation de la membrane composite
considérée, il reste à

1. Expliciter le calcul de la loi de comportement homogénéisée en fonction des paramètres
d’optimisation.

2. Mettre en œuvre numériquement le calcul par éléments finis du champ de déplacements
solution du problème élastique de référence et le calcul du champ de contraintes as-
socié (cette étape correspond à la minimisation globalepar rapport aux contraintes à
paramètres d’optimisation fixés).

3. Expliciter la minimisation locale par rapport aux param`etres d’optimisation à
contraintes fixées.

Ces trois points sont l’objet des sections suivantes, puis un exemple numérique est
présenté.
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DISSYMÉTRIQUES EN TRACTION-COMPRESSION

5.4.1 Calcul de la loi de comportement homoǵenéiśe

Les paramètres matériauE1, EC1 , E2, �12 etG12 doivent être exprimés en fonction des
paramètres matériau des constituants élémentaires (fibres et matrice) et des paramètres d’op-
timisation. Différents processus d’homogénéisation peuvent être considérés. Ce choix est lié
à la volonté d’obtenir une minimisation locale explicitedans le but de minimiser le coût de
calcul de cette étape de l’algorithme d’optimisation.

Dans la section 1.4.3, il a été rappelé les travaux de Terrel [62] qui permettent, lors
de l’optimisation d’une membrane composite monocouche d’´epaisseur constante à fibres
longues curvilignes de proportion variable, d’obtenir uneminimisation locale explicite en
utilisant la loi des mélanges comme processus d’homogén´eisation. En généralisant cette ap-
proche pour prendre en compte la dissymétrie de comportement en traction-compression,
une méthode d’homogénéisation qui aboutit à une minimisation locale explicite peut être
définie.

Les fibres sont supposées avoir un comportement élastiquelinéaire isotrope transverse
et la matrice un comportement élastique linéaire isotrope. On utilise un indicef pour les
grandeurs relatives aux fibres et un indicem pour les grandeurs relatives à la matrice. Pour
les paramètres matériau intervenant dans la loi de comportement homogénéisée dans l’état
de traction, qui est alors supposée être élastique linéaire orthotrope, la loi des mélanges
s’écrit [15] : E1 = �Ef1 + (1� �)Em �12 = ��f12 + (1� �)�mE2 = � �Ef2 + 1� �Em ��1 G12 = � �Gf12 + 1� �Gm ��1 (5.27)

Certaines considérations doivent être prises en compte pour définir le module d’Young lon-
gitudinal en compressionEC1 en fonction de la proportion de fibres :� EC1 < E1 8� 2 [�min; �max℄� E2 < EC1 8� 2 [�min; �max℄� si � = �min = 0; EC1 = E1 = Em
De plus, cette définition doit être choisie dans l’optiquede rendre la minimisation locale
par rapport aux paramètres d’optimisation à contraintesfixées la plus simple possible, voire
explicite, dans le but de diminuer le coût numérique de cette étape. Un choix possible deEC1
en fonction de la proportion de fibres qui satisfait les conditions précédentes est d’introduire
un paramètreECf1 et de définirEC1 sous la forme :EC1 = �ECf1 + (1� �)Em avec Ef2 < ECf1 < Ef1 (5.28)

Il est important de noter que le paramètreECf1 n’a pas de sens physique particulier concer-
nant la fibre seule. Ce paramètre est introduit uniquement pour permettre la définition d’un
modèle de comportement homogénéisé dissymétrique entraction-compression caractérisant
le microflambage des fibres en compression.ECf1 ne permet donc pas de caractériser le micro-
flambage d’une fibre seule, mais seulement le micro-flambage des fibres noyées au sein de
la matrice.
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Valeurs numériques

Pour tous les exemples numériques présentés dans la suite de ce chapitre, on considérera
des fibres de kevlar et une matrice epoxyde. Pour les fibres de kevlar, supposées élastiques
linéaires isotropes transverses, on utilisera les valeurs numériques des coefficients matériau
intervenant dans la loi de comportement dans le plan des fibres suivantes :Ef1 = 139400MPa Ef2 = 9580MPa�f12 = 0:37 Gf12 = 3450MPa
Pour la matrice epoxyde, supposée élastique linéaire isotrope, on utilisera les valeurs
numériques des coefficients matériau suivantes :Em = 3450MPa �m = 0:3
La valeur du paramètreECf1 utilisée est choisie arbitrairement en respectant la propriétéEf2 < ECf1 < Ef1. On utilisera la valeur :ECf1 = 0:9Ef1 = 125460MPa
Pour une proportion de fibres de60%, ces valeurs numériques impliquent les valeurs des
paramètres du matériau homogénéisé suivantes :� matériau élastique linéaire orthotrope dans l’état detraction :E1 = 85020MPa E2 = 5600MPa�12 = 0:34 G12 = 2100MPa� matériau élastique linéaire orthotrope dans l’état decompression :E1 = 76650MPa E2 = 5600MPa�12 = 0:34 G12 = 2100MPa
5.4.2 Mise en œuvre nuḿerique du calcul par éléments finis

Le calcul par éléments finis a deux objectifs principaux auregard de l’algorithme d’opti-
misation. Le premier est la résolution du problème de minimisation globale par rapport aux
contraintes à paramètres d’optimisation fixés. En effetle champ de contraintes solution de
ce problème de minimisation n’est autre que la solution du problème élastique de référence
en vertu du théorème de l’énergie complémentaire. Le deuxième objectif est la connaissance
explicite du champ de contraintes associé à un jeu de valeurs des paramètres d’optimisation
pour pouvoir effectuer la minimisation locale par rapport aux paramètres d’optimisation à
contraintes fixées.

D’un point de vue numérique, le calcul du champ de contraintes solution du problème
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élastique de référence peut s’effectuer par un calcul par éléments finis en déplacements avec
un calcul des contraintes en post-traitement par utilisation de la loi de comportement.

Calcul par éléments finis en d́eplacements

Si on considère un état de traction-compression (notéTC) donné, la loi de comportement� = �0 �'(�)�� est linéaire en�. Il est alors possible de discrétiser le système d’équation par
utilisation de la méthode des éléments finis pour obtenirun système linéaire à résoudre. Le
calcul de la solution du système linéaire obtenu permet alors la définition d’un nouvel état
de traction-compression. Cette procédure est itérée (voir algorithme 1). Quand deux états
de traction-compression successifs sont identiques, on obtient un champ de déplacements
solution du problème élastique de référence et l’étatde traction-compression associé. Le
champ de déplacements obtenu est alors la solution du problème élastique de référence car
celui ci possède une solution unique (avec le choix de la loide comportement considéré).

Algorithme 1 Calcul par éléments finis en déplacements

Initialisation : Choix deTC(0)
boucle

Calcul par éléments finis avecTC(n�1) ) u(n) fProblème linéairegTC(n) ( TC(u(n))
Vérification de la convergence :TC(n) ?= TC(n�1) ; continuer si nécessaire

fin boucle

La mise en œuvre numérique de cet algorithme a été effectuée dans le code MODU-
LEF en utilisant un élément isoparamétrique à 4 nœuds avec une interpolation de type Q1
Lagrange (en élasticité linéaire cet élément est dénommé QUAD 2Q1D dans MODULEF).
Numériquement, l’algorithme converge toujours en moins de 5 itérations indépendamment
de la finesse du maillage. La solution obtenue est indépendante de l’état de traction-
compression initial, et un raffinement du maillage n’affecte pas la répartition globale des
zones en traction et des zones en compression.

Calcul du champ de contraintes

Le champ de contraintes est calculé en post-processeur en utilisant la loi de compor-
tement explicite� = �0 �'(�)�� (équation (5.26)). L’état de traction-compression associé au
champ de déplacements solution étant connu, la loi de comportement se résume à une loi
de comportement élastique linéaire non-homogène sur lastructure. Numériquement, le mo-
dule de calcul des contraintes de MODULEF (dénommé STREXX) n’a donc pas eu à être
modifié.
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5.4.3 Mise en œuvre nuḿerique de la minimisation locale

Les paramètres d’optimisation, orientation locale du repère d’orthotropie du matériau et
proportion de fibres, sont supposés être constants sur chaque élément fini et variables d’un
élément fini à l’autre.

Les potentiels thermodynamiques duaux dont dérive la loi de comportement considérée
sont égaux. La grandeur locale à minimiserg est donc la somme du double de l’énergie
complémentaire2�0 (�; �; �) et du coût localk�, c’est-à-dire :g(�; �) = 2�0 (�; �; �) + k� (5.29)

Dans cette optique, nous allons expliciter la minimisationlocale par rapport aux paramètres
d’optimisation qui est effectuée sur chaque élément finien considérant un état de contraintes
fixé. Elle est consécutivement constituée d’une minimisation par rapport à l’orientation à
proportion de fibres fixée et d’une minimisation par rapportà la proportion de fibres à orien-
tation fixée.

Soit�I et�II les deux contraintes principales dans l’élément consid´eré, avecj�II j < j�I j.
L’angle � est défini comme l’angle de rotation entre la direction principale des contraintes
associée à�I et la direction d’orthotropie du matériau de plus grande rigidité, c’est-à-dire
celle qui correspond àE1 etEC1 .

Minimisation locale par rapport à l’orientation locale à proportion de fibres fixée

Comme la coût localk� ne dépend pas de l’orientation locale, cette étape se réduit à la
minimisation de l’énergie complémentaire à proportionde fibres et à contraintes fixées.

Dans le cadre de la minimisation ou de la maximisation de l’énergie complémentaire
locale, l’orientation optimale d’un matériau élastiquelinéaire peut être déterminée analyti-
quement [19] (voir section 1.4.1). En utilisant les notations de l’article, on définit :�2 = 12 �1� E1E2� �3 = 18 �1 + E1E2 � E1G12 + 2�12�� = �II�I � = �24�3 1 + �1� �
En considérant un matériau pour lequelG12 < E1E2E1 + (1 + �12)E2 (5.30)

les résultats de l’angle optimal sont présentés dans le tableau 5.1.

La loi de comportement (5.26) considérée est élastique linéaire orthotrope par morceaux.
Supposons que la condition (5.30) surG12 est vérifiée dans l’état de traction et dans l’état de
compression quelle que soit la valeur de la proportion de fibres (voir remarque à la fin de la
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Tableau 5.1 —Orientation optimale minimisant l’énergie complémentaire locale à
contraintes fixées dans le cas d’un matériau élastique linéaire orthotrope pour lequelG12 <E1E2=(E1 + (1 + �12)E2)

Minimum Maximumj�j < 1 � = 0 (global)� = �=2 (local)

� = +ar

os(��)� = � ar

os(��)j�j � 1 � = 0 � = �=2
Tableau 5.2 —Orientation optimale minimisant l’énergie complémentaire locale dans le cas
de la loi de comportement élastique non-linéaire dissym´etrique en traction-compression de

type (5.26) dans le cas particulier défini par (5.31).�II � 0 �II > 0�I < 0 � = 0 si � > ��0 alors� = 0
si � < ��0 alors� = �=2�I > 0 � = 0 � = 0 �

avec �0 = 1� E2=EC11� E2=E1 �
section), c’est-à-dire8 � 2 [�min; �max℄ 8>><>>:G12 < E1E2E1 + (1 + �12)E2G12 < EC1 E2EC1 + (1 + �C12)E2 (5.31)

La minimisation locale de l’énergie complémentaire à proportion de fibres fixée et à
contraintes fixées pour un matériau élastique non-linéaire à loi de comportement de
type (5.26) peut alors se résoudre analytiquement. Les résultats sont présentés dans le ta-
bleau 5.2. Leur démonstration est présentée dans l’annexe B.

Un nouveau cas apparaı̂t par rapport au cas de l’élasticit´e linéaire orthotrope. Il corres-
pond à un état de contraintes pour lequel�I < 0 et�II > 0. Le passage d’un angle optimal de
0 ˚ à 90 ˚ se produit lorsque le rapport�II=�I devient proche de -1 (par valeurs supérieures),
pour une valeur critique qui est fonction des paramètres matériau des lois de comportement
orthotropes en traction et en compression. La direction optimale est alors alignée avec la di-
rection principale des contraintes associée à la contrainte principale qui n’est pas maximale
en valeur absolue.

Remarque. La propriét́e (5.31) aét́e v́erifiée nuḿeriquement en traçant les courbes de la
différence des deux membres des deux inégalit́es dans les cas de traction et de compression
pour� 2 [�min;�max℄ avec le jeu de valeurs numériques d́efini dans la section 5.4.1.



5.4. EXEMPLES NUḾERIQUES POUR UN MAT́ERIAU COMPOSITEÀ FIBRES
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Minimisation locale par rapport à la proportion de fibres à orientation locale fixée

Cette étape consiste en la minimisation de la grandeur locale g(�; �; �) (voir eq (5.29))
par rapport à la proportion de fibres à orientation locale et à contraintes fixées.

L’étape précédente a permis de déterminer l’angle optimal entre la direction principale
des contraintes associée à la contraintes principale�I maximale en valeur absolue et la di-
rection d’orthotropie de plus grande rigidité (c’est-à-dire suivant la direction définie parE1
etEC1 ).

Cas òu �I > 0 :

Si �I > 0, cet angle optimal est� = 0 ˚ . La contrainte longitudinale est donc dans ce
cas�I et est positive. Comme la minimisation locale par rapport àla proportion de fibres est
effectuée à orientation locale fixée et à contraintes fixées, cela implique que la loi de compor-
tement dissymétrique en traction-compression se réduitdans ce cas à la loi de comportement
élastique linéaire orthotrope définie dans l’état de traction.

Le double de l’énergie complémentaire s’écrit alors :2�0 (�; �; �) = �2IE1 + �2IIE2 � 2�12E1 �I�II
En tenant compte des équations (5.27), la minimisation de la grandeur localeg(�) aboutit à
la résolution d’un polynôme de degré 2 [62] dont les solutions sont explicites.

Cas òu �I < 0 et � = �2 :

Ce cas se produit quand�II > 0 et �1 < � < ��0 (voir tableau 5.2). La contrainte
longitudinale est donc dans ce cas�II et est positive. Comme la minimisation locale par
rapport à la proportion de fibres est effectuée à orientation locale fixée et à contraintes fixées,
cela implique que la loi de comportement dissymétrique en traction-compression se réduit
dans ce cas à la loi de comportement élastique linéaire orthotrope définie dans l’état de
traction.

On se retrouve alors dans la même situation que le cas préc´edent.

Cas òu �I < 0 et � = 0 ˚ :

En considérant que�I < 0, ce cas se produit dans deux situations (voir tableau 5.2) :� �II � 0� �II > 0 et � > ��0
La contrainte longitudinale est donc dans ce cas�I et est négative. Comme la minimisa-
tion locale par rapport à la proportion de fibres est effectuée à orientation locale fixée et
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à contraintes fixées, cela implique que la loi de comportement dissymétrique en traction-
compression se réduit dans ce cas à la loi de comportement ´elastique linéaire orthotrope
définie dans l’état de compression.

Compte-tenu des équation (5.27) et (5.28), la grandeur localeg(�) à minimiser s’écrit :g(�) = 1�ECf1 + (1� �)Em�2I + �Ef2 + (1� �)EmEf2Em �2II�2��f12 + (1� �)�m�Ef1 + (1� �)Em�I�II+k�
La dérivée deg(�) se met sous la forme :dg(�)d� = A1 +B1� + C1�2 +D1�3 + E1�4Ef2Em (�Ef1 + (1� �)Em)2 ��ECf1 + (1� �)Em�2
où8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

A1 = E3mhkEf2E2m �Ef2(ECf1 �Em)�2I �Em(Ef2 �Em)�2II � 2Ef2(Em�f12 �Ef1�m)�I�IIiB1 = 2E2mhkEf2E2m(Ef1 +ECf1 � 2Em)�Ef2(Ef1 �Em)(ECf1 �Em)�2I�Em(Ef2 �Em)(Ef1 +ECf1 � 2Em)�2II + 2Ef2(Em �ECf1)(Em�f12 �Ef1�m)�I�IIiC1 = EmhkEf2E2m(E2f1 + 4Ef1ECf1 +ECf12 � 6(Ef1 +ECf1)Em + 6E2m)�Ef2(Ef1 �Em)2(ECf1 �Em)�2I � 2Ef2(ECf1 �Em)2(Em�f12 �Ef1 �m)�I�II+Em(Em �Ef2)(E2f1 +ECf12 + 4Ef1ECf1 � 6(Ef1 +ECfl)Em + 6E2m)�2IIiD1 = 2Em(Ef1 �Em)(ECf1 �Em)(Ef1 + ECf1 � 2Em)(kEf2Em + (Em �Ef2)�2II )E1 = (Ef1 �Em)2(ECf1 �Em)2(kEf2Em + (Em �Ef2)�2II )
La minimisation de la grandeur localeg(�) aboutit donc à la résolution d’un polynôme de
degré 4 dont les solutions sont explicites.

Remarque sur le caract̀ere explicite de la minimisation locale

Si �I > 0, ou bien si�I < 0 et �II � 0, la minimisation par rapport à l’orientation
locale ne dépend pas de la proportion de fibres. Donc, aprèsune minimisation par rapport
à l’orientation locale et une minimisation locale par rapport à la proportion de fibres, la
minimisation est terminée. Elle est donc numériquement explicite.

Si �I < 0 et�II > 0, le test sur�+ �0 (voir tableau 5.2) est fonction de la proportion de
fibres. Les deux minimisations par rapport à l’orientationet à la proportion de fibres doivent
donc théoriquement être itérées. Dans la pratique, on observe que la convergence est obtenu
après les deux minimisations initiales. Ceci peut s’expliquer par le fait que la proportion de
fibres a une influence faible sur le paramètre�0. On observe donc que dans ce cas aussi la
minimisation est numériquement explicite.
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Figure 5.2 — Représentation schématique de la membrane et des conditions aux limites
appliquées

5.4.4 Exemple nuḿerique

On considère une membrane en élasticité bidimensionnelle sous l’hypothèse des
contraintes planes (figure 5.2). Ses côtés ont pour longueurs 2m et 1m. Sur un des côtés
est imposé un déplacement nul et sur un autre un effort lin´eique vertical de norme égale à25N:m�1. On considère des fibres de kevlar et une matrice epoxyde. Les valeurs numériques
des coefficients matériau utilisés dans la loi de comportement sont données dans la sec-
tion 5.4.1.

Les calculs ont été effectués pour trois lois de comportement différentes :� ECf1 = Ef1 (loi de comportement élastique linéaire),� ECf1 = 0:9Ef1,� ECf1 = 0:5Ef1.
Le troisième cas, bien que non observé expérimentalement pour un matériau composite
constitué de fibres de kevlar et d’une matrice epoxyde, est considéré pour mettre en évidence
d’une manière plus visible la différence de répartitionoptimale de fibres avec le cas élastique
linéaire. Dans ce cas, la condition (5.31) surG12 est toujours vérifiée.

Le paramètrek du terme de coût est choisi égal à0:2SI. La proportion de fibres est auto-
risée à varier entre0 et0:6. La proportion de fibres initiale est choisie égale à0 : le matériau
initial est donc élastique linéaire isotrope et identique pour les trois lois de comportement
considérées.

Les valeurs optimales du critère et les valeurs des compliances et coûts associés sont
présentées dans le tableau 5.3 avec un critère normalis´e à 1 dans le cas de la loi de compor-
tement élastique linéaire. Les répartitions optimalesaboutissent à un coût différent dans les
trois cas : plus le comportement en compression est différent du comportement en traction,
c’est-à-dire plusECf1 est petit, plus le coût final est grand. La compliance optimale augmente
aussi lorsqueECf1 diminue, et donc le critère optimal est d’autant plus grandqueECf1 est
petit.

Les répartitions optimales de fibres pour la loi de comportement élastique linéaire et
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Tableau 5.3 —Résultats numériques normalisés obtenus pour les troislois de comportement
considérées

Compliance Coût Critère
Elasticité linéaire 0.63 0.37 1.00ECf1 = 0:9Ef1 0.65 0.38 1.03ECf1 = 0:5Ef1 0.81 0.42 1.23

pour la loi de comportement obtenue avecECf1 = 0:5Ef1 sont présentées dans les figures 5.3
et 5.4. On observe pour la loi de comportement dissymétrique en traction-compression une
augmentation de la proportion de fibres dans la moitié inférieure de la structure par rapport
au cas élastique linéaire. Cette augmentation est le résultat de la minimisation locale qui,
pour un même état de contraintes, une même orientation locale et un même paramètrek du
terme de coût, aboutit à une proportion de fibres d’autant plus élevée queECf1 est petit. Par
contre, on remarque aussi sur la partie droite de la structure, une modification de l’orientation
locale des fibres. La répartition optimale des fibres dans lecas d’une loi de comportement
dissymétrique en traction-compression n’est donc pas uniquement une répartition optimale
obtenue pour une loi de comportement élastique linéaire avec une augmentation de la propor-
tion de fibres dans les zones sollicitées en compression. Dans certains cas, une changement
de topologie optimale peut apparaı̂tre.

5.5 Conclusion

La méthodologie développée au chapitre 4 pour prouver l’utilisation possible de l’algo-
rithme d’optimisation dans le cas de lois de comportement élastiques non-linéaires dérivant
de potentiels thermodynamiques duaux proportionnels a été utilisée pour étudier quelques
lois de comportement dissymétriques en traction-compression.

Dans le cas d’une dissymétrie de comportement en traction-compression liée à la
présence de micro-fissures au sein d’un matériau endommagé, nous avons introduit une
nouvelle loi de comportement tridimensionnelle élastique non-linéaire de type puissance
dissymétrique en traction-compression qui est utilisable par l’algorithme d’optimisation
généralisé défini au chapitre précédent. Cette loi decomportement inclut les cas élastique
linéaire, élastique non-linéaire de type puissance [60] et élastique non-linéaire dissymétrique
en traction-compression [28].

Ensuite, dans le cas d’une dissymétrie de comportement en traction-compression d’un
matériau composite à fibres longues, nous avons étudié un modèle orthotrope linéaire par
morceaux avec une définition uniaxiale de l’état de traction-compression. Nous avons prouvé
qu’il peut être utilisé par l’algorithme d’optimisationgénéralisé défini au chapitre précédent.
Dans le cas de paramètres d’optimisation locaux de type orientation et proportion de fibres,
une mise en œuvre numérique a été effectuée. Pour ce faire, le problème de l’orientation
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Figure 5.3 — Répartition de fibres optimale pour une loi de comportementélastique linéaire
orthotrope (ECf1 = Ef1)

Figure 5.4 — Répartition de fibres optimale pour une loi de comportementélastique ortho-
trope dissymétrique en traction-compression (ECf1 = 0:5Ef1)
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optimale de ce matériau élastique non-linéaire a été résolu. Un exemple académique a été
traité. De cet exemple, il ressort que la dissymétrie de comportement peut entraı̂ner des
changements de topologie de répartition optimale des fibres.

Enfin, la loi de comportement tridimensionnelle élastiquenon-linéaire dissymétrique en
traction-compression [28] qui utilise des décompositions de Kelvin a été particularisée pour
des lois de comportement orthotropes en traction et en compression. Une évolution originale
de ce modèle utilisant des décompositions de Kelvin partielles a alors permis d’aboutir à
une nouvelle loi de comportement qui est élastique linéaire par morceaux avec une définition
biaxiale de l’état de traction-compression et qui est compatible avec l’algorithme d’optimi-
sation généralisé défini au chapitre précédent.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

LORS de cette thèse nous nous sommes intéressés au problème de la conception op-
timale d’une structure élastique lorsque les impératifsde rigidité et de poids sont

prépondérants. L’objectif était de définir des méthodes d’optimisation de structures en
matériaux composites à caractère industriel. Ce travail, qui s’est déroulé dans le cadre d’une
collaboration entre mon laboratoire d’accueil, le LM2S, l’Onera-Lille et Airbus, s’est orienté
vers l’étude de structures de type assemblage de plaques composites, et une structure test a
été définie : un volet de gouverne d’Airbus.

Le problème d’optimisation a été formulé comme la maximisation de la rigidité glo-
bale d’une structure élastique au moindre poids, ou plus g´enéralement au moindre coût. La
rigidité globale a été quantifiée par un critère énergétique global défini à l’aide du travail
des efforts extérieurs dans le champ de déplacements solution, oucompliance. Le problème
d’optimisation considéré tout au long de la thèse est alors le suivant : minimiser la somme
de la compliance et d’un terme de coût, à définir par l’utilisateur, le champ de déplacements
étant solution d’un problème élastique de référence.

Pour pouvoir utiliser des algorithmes d’optimisation déjà existants, nous avons développé
un nouveau modèle de renforcement d’un milieu tridimensionnel par des plaques de Kirch-
hoff Love internes et externes. Il est alors possible de mod´eliser un assemblage de plaques
composites en considérant un milieu tridimensionnel de faible rigidité renforcé par des
plaques comparativement très rigides.

Dans le cas de paramètres d’optimisation distribués, nous avons utilisé un algorithme
basé sur la reformulation du problème d’optimisation sous la forme d’une double minimi-
sation [5]. L’efficacité numérique de cet algorithme repose sur le caractère local de la mi-
nimisation par rapport aux paramètres d’optimisation, cequi permet d’éviter les calculs de
sensibilité globaux sur la structure. A l’aide du modèle d’assemblage de plaques composites,
nous avons traité numériquement le problème de la répartition optimale des fibres dans les
différents renforts du volet de gouverne d’Airbus, ce qui constitue un exemple d’optimisation
à paramètres distribués de structure industrielle de type assemblage de plaques composites de
géométrie complexe. Les résultats obtenus ont alors permis d’énoncer des règles de concep-
tion des renforts internes qui sont optimales en terme de répartition des fibres.

Dans le cas de paramètres d’optimisation géométriques,le même modèle d’assemblage
de plaques nous a permis de définir une méthode d’optimisation performante sur l’exemple
du volet de gouverne. En utilisant l’algorithme du gradientprojeté, nous avons observé
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numériquement sur une géométrie simple l’existence de nombreux minimums locaux. Nous
avons alors montré, toujours sur le même exemple, commentle nombre de minimums
locaux peut être diminué en utilisant un jeu de paramètres d’optimisation qui associe la
position des zones d’attache à celle des renforts internes. On obtient alors une méthode
d’optimisation basée sur l’algorithme du gradient projeté numériquement performante.

Comme l’algorithme à paramètres distribués considér´e est numériquement performant
(car les minimisations par rapport aux paramètres d’optimisation sont locales), nous avons
cherché àgénéraliser cet algorithme aux cas des lois de comportementśelastiques
non-linéaires. Nous avons alors montré qu’il pouvait être étendu aux lois de comporte-
ment élastiques non-linéaires dérivant de potentiels thermodynamiques duaux proportion-
nels. Nous avons introduit une définition de tels potentiels dans le cadre de l’optimisation à
paramètres distribués et proposé une caractérisationoriginale systématique de tels potentiels
qui ne s’appuie que sur la forme explicite d’un des deux potentiels. Cette démarche per-
met, à l’aide de la connaissance d’un potentiel thermodynamique quelconque de conclure de
manière systématique sur l’applicabilité ou la non-applicabilité de l’algorithme d’optimisa-
tion généralisé.

Nous nous sommes alors intéressés aux lois de comportement élastiques non-linéaires
dissymétriques en traction-compression. Ces lois sont engénéral caractérisées par une perte
de rigidité dans l’un des deux états. La prise en compte de cette dissymétrie de comporte-
ment lors du processus d’optimisation peut donc potentiellement aboutir à des résultats très
éloignés de ceux obtenus sans cette dissymétrie. Dans ledomaine des matériaux composites,
nous nous sommes intéressés à deux types de matériaux àcomportement dissymétrique en
traction-compression : les matériaux composites à fibreslongues et les matériaux composites
micro-fissurés.

Pour les matériaux composites à fibres longues à comportement différent en traction et
en compression, nous avons tout d’abord considéré deux modèles basés sur une approche
phénoménologique qui postule que le matériau est orthotrope élastique en traction et en com-
pression et que seul le module d’Young en compression est modifié d’un état à l’autre [65].
Nous montrons que seul un des deux modèles est compatible avec l’algorithme d’optimisa-
tion. Pour cette loi compatible, une mise en œuvre numérique a été effectuée et les résultats
obtenus sur un exemple académique montrent que la répartition des fibres change grande-
ment lorsque l’on prend en compte la dissymétrie de comportement en traction-compression.

Pour des matériaux micro-fissurés, un modèle de loi de comportement tridimensionnelle
élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression [28] a été généralisée en une loi
de comportement de type puissance dissymétrique en traction-compression, qui inclut les cas
élastique linéaire, élastique non-linéaire dissymétrique en traction-compression et élastique
non-linéaire de type puissance. Nous avons démontré quecette loi de comportement peut
être utilisée avec l’algorithme d’optimisation généralisé.

Enfin ce même modèle de comportement élastique non-linéaire dissymétrique en
traction-compression qui utilise des décompositions de Kelvin a été particularisé à des lois
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de comportement orthotrope en traction et en compression sous l’hypothèse des contraintes
planes, ce qui a abouti à une loi de comportement élastiquenon-linéaire par morceaux avec
une définition biaxiale de l’état de traction-compression. En utilisant une décomposition de
Kelvin partielle, nous avons alors défini une nouvelle loi de comportement élastique linéaire
par morceaux qui caractérise un comportement dissymétrique avec une définition biaxiale de
l’état de traction-compression.

Donc, après avoir généralisé un algorithme d’optimisation à paramètres distribués à la
famille des comportements qui dérivent de potentiels thermodynamiques duaux propor-
tionnels, nous avons recensé quelques lois de comportement dissymétriques en traction-
compression qui peuvent être utilisées pour optimiser larigidité globale d’une structure
élastique au moindre coût à l’aide de cet algorithme. Lors de cette étude, deux nouvelles
lois de comportement ont été définies :� tridimensionnelle élastique non-linéaire de type puissance dissymétrique en traction-

compression dans le cadre de matériaux composites micro-fissurés,� bidimensionnelle élastique linéaire par morceaux avec une définition biaxiale de l’état
de traction-compression dans le cadre de matériaux composites à fibres longues.

Perspectives

Une première perspective à ce travail est la finalisation de la collaboration industrielle
entre le LM2S, l’ONERA-Lille, et AIRBUS, qui a pour objectifde prouver que les méthodes
d’optimisation développées permettent d’effectuer l’optimisation de structures à caractère
industriel du milieu de l’aéronautique. Pour cela, nous effectuerons le traitement numérique
de l’optimisation d’un modèle éléments finis du volet de gouverne complet, et non plus
simplement d’une sous-structure.

A moyen terme, la vérification de l’ordre de grandeur des gains de rigidité prédits par
la simulation numérique devra être menée à l’aide de tests expérimentaux sur des plaques
composites à fibres longues curvilignes et de conception classique (fibres rectilignes).

A plus long terme, il faudrait développer une formulation et une méthode de résolution
d’un problème d’optimisation qui tiennent compte de paramètres d’optimisation et de
contraintes de conception plus proches des méthodes de fabrication et de conception d’AIR-
BUS (règles de drapage, fibres rectilignes, plis d’épaisseur constante...). Dans ce cadre,
le développement d’un modèle d’assemblage de plaques, etéventuellement de plaques et
coques, sans avoir recours au milieu tridimensionnel de remplissage peu rigide permet-
trait d’améliorer la modélisation du comportement de la structure et de diminuer le coût
numérique.

D’un autre côté, les développements théoriques de la thèse nous ont permis de montrer
que l’algorithme à paramètres distribués, qui est numériquement performant, s’applique avec
un certain nombre de lois de comportement dissymétriques en traction-compression. La mise
en œuvre numérique de cet algorithme, qui se confronte aux problèmes de la résolution du
problème élastique de référence et de la minimisation locale par rapport aux paramètres
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d’optimisation, reste à être effectuée pour les modèles associés aux matériaux micro-fissurés.

De plus, quelques résultats théoriques restent en suspens. Il reste à montrer que le critère
possède un minimum atteint pour un couple dépacements/contraintes solution du problème
élastique de référence associé à la valeur optimale des paramètres d’optimisation qui mi-
nimise le critère. Ce problème déjà abordé en élasticité linéaire [1][62], reste ouvert en
élasticité non-linéaire. Enfin, l’existence possible de minimums locaux est un problème à
considérer de manière numérique et théorique.
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Annexe A

Minimisation locale pour un renfort de
type membrane avec effort normal

Cette annexe présente le détail de la démarche décrite dans la section 3.3.2.

Rappel de la loi de comportement

Les grandeurs exprimées dans le repère d’orthotropie du matériau (repère des fibres)
seront écrites avec un exposantf .

Dans le repère des fibres, la loi de comportement plane s’écrit sous forme matricielle :0� ef11ef222ef121A = 1h 24Sf11 Sf12 0Sf12 Sf22 00 0 Sf33350�Nf11Nf22Nf121A avec

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Sf11 = 1E1Sf22 = 1E2Sf12 = ��12E1Sf33 = 1G12

et la loi de comportement hors-plan s’écrit sous forme matricielle : uf3;1uf3;2! = 1h " 1G12 00 1G22# Qf1Qf2!
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ANNEXE A. MINIMISATION LOCALE POUR UN RENFORT DE TYPE

MEMBRANE AVEC EFFORT NORMAL

Expression du critère dans le rep̀ere des fibres

La grandeur à minimiserg est le double de l’énergie complémentaire locale plus le coût
local, ce qui s’écrit dans ce cas dans le repère des fibres :g = A+B + C
oùA est le double de l’énergie complémentaire locale associ´e au comportement tangentiel :A = 1h "Nf211E1 + Nf222E2 � 2�12E1Nf11Nf22 + Nf212 +Nf2212G12 #

= 1h "Nf211E1 + Nf222E2 � 2�12E1Nf11Nf22 + Nf212G12 #
etB est le double de l’énergie complémentaire locale associ´ee au comportement normal :B = 1h "Qf21G12 + Qf22G22 #
etC est le terme de coût local : C = k�
Minimisation locale par rapport à l’orientation à proportion de fibres
fixée :

On note� l’angle orienté dont est tourné le repère des fibres par rapport au repère global.
La matrice de souplesse du comportement plan s’écrit dans le repère global :1h 24S11 S12 S13S12 S22 S23S13 S23 S3335
avec

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
S11 = V1 + V2 
os(2�) + V3 
os(4�)S22 = V1 � V2 
os(2�) + V3 
os(4�)S33 = 4(V5 � V3 
os(4�))S12 = V4 � V3 
os(4�)S13 = V2 sin(2�) + 2V3 sin(4�)S13 = V2 sin(2�)� 2V3 sin(4�) et

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
V1 = 18(3Sf11 + 3Sf22 + 2Sf12 + Sf33)V2 = 12(Sf11 � Sf22)V3 = 18(Sf11 + Sf22 � 2Sf12 � Sf33)V4 = 18(Sf11 + Sf22 + 6Sf12 � Sf33)V5 = 18(Sf11 + Sf22 � 2Sf12 + Sf33)
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La dérivée de la grandeurA par rapport à l’angle� se met sous la forme :�A�� = 1h (A1 sin(2�) +B1 
os(2�) + C1 sin(4�) +D1 
os(4�))
avec (N est ici exprimé dans le repère global) :8>>>><>>>>: A1 = 2V2(N222 �N211)B1 = 4V2(N11 +N22)N12C1 = 4V3(N11 �N22 + 2N12)(N22 �N11 + 2N12)D1 = 16V3(N11 �N22)N12
La matrice de souplesse du comportement hors-plan s’écritdans le repère global :1h  
os(�)2G12 + sin(�)2G22 
os(�) sin(�)( 1G12 � 1G22 )
os(�) sin(�)( 1G12 � 1G22 ) 
os(�)2G22 + sin(�)2G12 !
La dérivée de la grandeurB par rapport à l’angle� se met alors sous la forme :�B�� = 1h (A2 sin(2�) +B2 
os(2�))
avec (Q est ici exprimé dans le repère global) :8>><>>:A2 = � 1G12 � 1G22��Q22 �Q21�B2 = 2� 1G12 � 1G22�Q1Q2
De plus�C�� = 0 car le coût ne dépend pas de l’angle�.

La dérivée de la grandeur locale à minimiserg par rapport à l’angle� se met alors sous
la forme : �g�� = 1h (A0 sin(2�) +B0 
os(2�) + C0 sin(4�) +D0 
os(4�))
avec 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

A0 = 2V2(N222 �N211) + � 1G12 � 1G22��Q22 �Q21�B0 = 4V2(N11 +N22)N12 + 2� 1G12 � 1G22�Q1Q2C0 = 4V3(N11 �N22 + 2N12)(N22 �N11 + 2N12)D0 = 16V3(N11 �N22)N12
Par mise au carré, l’équation�g�� = 0 se met sous la forme du polynôme du quatrième
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degré : a + bX + 
X2 + dX3 + eX4 = 0
avecX = 
os(2�) ouX = sin(2�), et les solutions analytiques explicites d’un tel polynôme
existent. Numériquement, il convient donc de les calculerpuis de les trier pour déterminer le
minimum global deg.

PourX = sin(2�), les coefficients a,b,c,d,e sont donnés par :8>>>>>><>>>>>>:
a = D20 �B20b = 2A0D0 � 4B0C0
 = A20 � 4C20 � 4D20 +B20d = 4(B0C0 � A0D0)e = 4(C20 +D20)

PourX = 
os(2�), les coefficients a,b,c,d,e sont donnés par :8>>>>>><>>>>>>:
a = A20 �D20b = 2B0D0 + 4A0C0
 = �A20 + 4C20 + 4D20 � B20d = 4(A0C0 � B0D0)e = �4(C20 +D20)

Le tri des solutions est réalisé en 3 étapes :

1. On élimine les solutions qui ne vérifient pas la condition �g=�� = 0, (les solutions
”parasites” génerées par la mise au carré sont ainsi éliminées),

2. On éliminent les solutions restantes qui ne sont pas des minimums par un test sur le
signe de la dérivée seconde,

3. Dans le cas de plusieurs minimums on compare les valeurs ducritère pour déterminer
le minimum global.
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Minimisation locale par rapport à la proportion de fibres à orientation fixée :

On se place dans le repère des fibres. Le double de l’énergiecomplémentaire locale as-
sociée au comportement tangentielA se met sous la forme [62] :A = A1 +B1� + C1�2h(�Ef1 + (1� �)Em)
avecA1 = Nf211 +Nf222 � 2�mNf11Nf22 + EmGmNf212B1 = �EmEf2 + Ef1Em � 2�Nf222 � 2(�f12 � �m)Nf11Nf22 + �Em � 1Gf12 � 1Gm� + Ef1 � EmGm �Nf212C1 = (Ef1 � Em)� 1Ef1 � 1Em�Nf222 + (Ef1 � Em)� 1Gf12 � 1Gm�Nf212
Compte tenu que G22 = � �Gf22 + 1� �Gm ��1
on peut écrire la grandeurB sous la forme :B = Qf21 +Qf22hGm + �h �Qf21 � 1Gf12 � 1Gm� +Qf22 � 1Gf22 � 1Gm��
Le grandeur locale à minimiserg se met alors sous la forme :g = A+B + C = Qf21 +Qf22hGm + A1 +B1� + C1�2h(�Ef1 + (1� �)Em) + k0�
aveck0 = k + Qf21h � 1Gf12 � 1Gm� + Qf22h � 1Gf22 � 1Gm�.

L’expression de�g=�� est alors de la même forme que celle trouvée dans le cas d’une
membrane en élasticité plane. Le paramètrek0 est désormais un paramètre qui n’est pas
constant surS car il dépend des efforts normaux. La résolution demin� g est alors expli-
cite [62].





Annexe B

Orientation optimale d’un mat ériau à loi
de comportement dissyḿetrique en
traction-compression

L’objectif de cette annexe est de démontrer les résultatsprésentés dans le tableau 5.2 de
la section 5.4.3.

Rappel de quelques notations�I et�II sont les deux contraintes principales dans l’élément considéré, avecj�II j < j�I j.
L’angle � est défini comme l’angle de rotation entre la direction principale des contraintes
associée à�I et la direction d’orthotropie du matériau de plus grande rigidité, c’est-à-dire
celle qui correspond àE1 etEC1 .

Résultats pŕeliminaires

Pour démontrer les résultats du tableau 5.2 de la section 5.4.3, nous utiliserons les trois
propriétés suivantes :

1. si� > 0, sign(�11) = sign(�I) et �11 6= 0 8� 2 [��2 ; �2 ℄.
2. si � < 0, les courbes représentant l’énergie complémentaire pour les comportements

élastique linéaire orthotrope en traction et élastiquelinéaire orthotrope en compression
possèdent toujours deux minimums et deux maximums quand� varie dans[��2 ; �2 ℄, et
dans ce cas� le premier minimum est obtenu pour� = 0 et est tel quesign(�11) = sign(�I),� le deuxième minimum est obtenu pour� = �2 et est tel quesign(�11) = � sign(�I).
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ANNEXE B. ORIENTATION OPTIMALE D’UN MATÉRIAU À LOI DE

COMPORTEMENT DISSYḾETRIQUE EN TRACTION-COMPRESSION

Démonstration.

Remarque pŕeliminaire : Considérons la fonctionf(�) = 1+�1�� pour � 2 [�1;+1[ . La
dérivée def(�) est 2(1��)2 , et est donc strictement positive pour� 2 [�1;+1[. f(0) = 1 etf
est strictement croissante donc0 < � < 1 ) 1 < f(�)�1 < � � 0 ) 0 � f(�) � 1
Démonstration de la propriét́e 1. La contrainte�11 s’exprime en fonction des contraintes
principales sous la forme :�11 = �I + �II2 + 
os(2�)�I � �II2
La condition�11 = 0 peut donc s’écrire sous la forme
os(2�) = �1 + �1� � = �f(�) avec � = �II�I (B.1)

Compte tenu de l’hypothèse0 � j�II j < j�I j, la grandeur� peut varier dans[�1;+1[ . Or� > 0 implique quef(�) > 1. L’équation�11 = 0 ne possède donc pas de solution. Donc�11 6= 0 8 � et �11 est du même signe que�I+�II2 , c’est à dire du même signe que�I carj�II j < j�I j.
Démonstration de la propriét́e 2.� 2 [�1; 0℄ doncf(�) � 1. La condition (5.31) implique
que [19] : 8>><>>: �24�3 < 1� �24�3�C < 1
Donc � = �24�3f(�) < 1 et �C = � �24�3�C f(�) < 1. Ce qui implique l’existence de deux

minimums et de deux maximums à l’énergie complémentaireen fonction de l’angle d’orien-
tation� [19] (voir section 1.4.1) aussi bien dans le cas de la loi de comportement obtenue en
traction que celle obtenue en compression.

L’équation (B.1) se met sous la forme :�11 = �I �1 + �2 + 
os(2�)1� �2 �
L’énergie complémentaire d’un matériau élastique linéaire orthotrope en fonction de� est
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minimale pour� = 0 et � = �2 . Or � = 0 implique que�11 = �I �1 + �2 + 1� �2 �= �I
et donc le minimum associé à� = 0 est tel quesign(�11) = sign(�I).� = �2 implique que �11 = �I �1 + �2 � 1� �2 �= ��I
Or on est dans le cas� < 0, donc le minimum associé à� = �2 est tel quesign(�11) =� sign(�I).
Démonstration principale

Cas òu � > 0 :

Ce cas regroupe deux possibilités :� �I > 0 et�II > 0� �I < 0 et�II > 0
La propriété 1 implique que�11 ne s’annule pas quelque soit� et donc que seule une des
deux courbes est active. De plus,sign(�11) = sign(�I), donc� si �I > 0, la courbe active est celle de l’énergie complémentaire d’un matériau

élastique linéaire orthotrope avec comme module d’YounglongitudinalE1,� si �I < 0, la courbe active est celle de l’énergie complémentaire d’un matériau
élastique linéaire orthotrope avec comme module d’YounglongitudinalEC1 .

Dans les deux cas, l’angle optimal qui minimise l’énergie complémentaire est� = 0 ˚ .

Cas òu �I > 0 et �II < 0 :

On est alors dans le cas où� < 0.

Les minimums de la portion active de la courbe de l’énergie complémentaire associée à
la loi de comportement orthotrope de traction (c’est-à-dire avecE1) sont tels que�11 > 0.
Comme dans le cas étudié�I > 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion de
courbe active associée à la loi de comportement orthotrope en traction possède un unique
minimum qui est obtenu pour� = 0.

Les minimums de la portion active de la courbe de l’énergie complémentaire associée
à la loi de comportement orthotrope de compression (c’est-à-dire avecEC1 ) sont tels que
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COMPORTEMENT DISSYḾETRIQUE EN TRACTION-COMPRESSION�11 < 0. Comme dans le cas étudié�I > 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion
de courbe active associée à la loi de comportement orthotrope en compression possède un
unique minimum qui est obtenu pour� = �2 .

On sait que le minimum de la courbe de l’énergie complémentaire pour le matériau or-
thotrope de traction obtenu pour� = �2 (notéMinT (� = �2 )) est strictement supérieur à celui
obtenu pour� = 0 (notéMinT (� = 0)), ce qui s’écrit :MinT (� = �2 ) �MinT (� = 0) (B.2)MinT (� = �2 ) vaut : MinT (� = �2 ) = 12 ��2IIE1 + �2IE2 � 2�12E1 �I�II�
Le minimum de la courbe de l’énergie complémentaire pour le matériau orthotrope de trac-
tion obtenu pour� = �2 est :MinC(� = �2 ) = 12 ��2IIEC1 + �2IE2 � 2�12E1 �I�II�
La différenceMinC(� = �2 )�MinT (� = �2 ) s’écrit alors :MinC(� = �2 )�MinT (� = �2 ) = 12 ��2IIEC1 � �2IIE1 �
CommeEC1 < E1, on en déduit queMinC(� = �2 ) �MinT (� = �2 ) > 0. Compte tenu
de (B.2), on obtient donc queMinC(� = �2 )�MinT (� = 0) > 0
et donc que, dans ce cas où�I > 0 et �II < 0, l’angle optimal qui minimise l’énergie
complémentaire associée à la loi de comportement dissymétrique en traction-compression
considérée est� = 0.

Cas òu �I < 0 et �II > 0 :

On est alors dans le cas où� < 0.

Les minimums de la portion active de la courbe de l’énergie complémentaire associée à
la loi de comportement orthotrope de traction (c’est-à-dire avecE1) sont tels que�11 > 0.
Comme dans le cas étudié�I < 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion de
courbe active associée à la loi de comportement orthotrope en traction possède un unique
minimum qui est obtenu pour� = �2 .

Les minimums de la portion active de la courbe de l’énergie complémentaire associée
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à la loi de comportement orthotrope de compression (c’est-à-dire avecEC1 ) sont tels que�11 < 0. Comme dans le cas étudié�I < 0, la propriété 2 nous permet de conclure la portion
de courbe active associée à la loi de comportement orthotrope en compression possède un
unique minimum qui est obtenu pour� = 0.

Le minimum de la courbe de l’énergie complémentaire pour le matériau orthotrope de
traction obtenu pour� = �2 (notéMinT (� = �2 )) s’écrit :MinT (� = �2 ) = 12 ��2IIE1 + �2IE2 � 2�12E1 �I�II�
Le minimum de la courbe de l’énergie complémentaire pour le matériau orthotrope de com-
pression obtenu pour� = 0 (notéMinC(� = 0)) s’écrit :MinC(� = 0) = 12 � �2IEC1 + �2IIE2 � 2�12E1 �I�II�
La différence des deux s’écrit alors :� =MinT (� = �2 )�MinC(� = 0) = 12 �� 1E2 � 1EC1 � �2I � � 1E2 � 1E1� �2II�
On démontre aisément que :(� < 0 , �1 < � < ��0� > 0 , ��0 < � < 0  

avec �0 = 1� E2EC11� E2E1 !
En conclusion, dans ce cas où�I < 0 et�II > 0, la condition�1 < � < ��0 implique donc
un angle optimal� = �2 et la condition��0 < � < 0 un angle optimal� = 0.


